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CHAPITRE 1

A - Les origines

1687 Newton

Mécanique
classique

Introduction

1824 Carnot 1865 Maxwell

Thermo- Electro-
dynamique magnétisme

Fin du XIXeme : Mécanique, thermodynamique, électromagnétisme

Introduction



La fin de la physique ?
Il restait quelques « petits » problemes a résoudre
e |la constance de la vitesse de la lumiére — relativité restreinte
e le mouvement du périhélie de Mercure — relativité générale
e le rayonnement du corps noir — theorie des quanta
o |’effet photo-¢lectrique — dualité onde-corpuscule
e spectres atomiques — mécanique quantique, théorie des champs

e mais aussi celui de la nature des rayons cathodiques...

CHAPITRE 1 Introduction



B - Les rayons cathodiques et la découverte de I’électron

Rayons cathodiques : Hittorf 1869 luminescence

Bobine
de Ruhmkorff

Tube de Crooks
1897 : Découverte de 1’électron par Joseph Thomson

déviation des rayons cathodiqgues par un champ électrique ou magnétique
rapport e¢/m — indépendant du gaz, de la cathode et de I’anode !

La physique des particules est née !

Les rayons X venaient d’étre découverts par Wilhelm Roentgen en 1895

CHAPITRE 1 Introduction 3



C - Physique des particules

« Etude des constituants élémentaires de la matiére et de leurs interactions :
— Electromagnétique : électricité, magnétisme et chimie !
— Forte : cohésion des noyaux des atomes
— Faible : radioactivité
— Gravitation : chute des corps, mouvement des corps célestes

« o Etude du contenu et de I’histoire de 1’Univers (cosmologie)

» Innombrables applications et retombées technologiques
(énergie, medecine, ¢lectronique, matériaux WEB...)

Inventeur du WEB
Tim Berners-Lee
CERN

CHAPITRE 1 Introduction



D - Une avalanche de particules

Matiere ordinaire
— 1897 [électron /ﬁm
— 1911 |noyau Rutherford

— 1919 |[proton Rutherford

— 1932 [neutron Chadwick

— 1933 positron Anderson

— 1936 muon Anderson, Neddermeyer
— 1947 pions chargés Powell et al

— 1947 kaons neutres Rochester, Butler

— depuis 1949 lambdas, pion neutre, kaons chargeés, deltas, des dizaines de hadrons
— 1953 antineutrino électron Reines, Cowan

— 1955 antiproton Segre, Chamberlain

— 1956 antineutron Cork

— 1962 neutrino muon Lederman, Schwartz, Steinberger
— 1974 J/y quark c, tau Richter-Ting, Perl

— 1976 Y quark b Lederman

— 1983 bosons faibles W et Z  Rubbia, van der Meer

— 1995 quark't Fermilab

— 2000 neutrino tau Fermilab

— 2012 boson de Higgs CERN

CHAPITRE 1 Introduction 5



E - Découvrir et etudier les particules et les interactions

» Observation de nouvelles particules :
— Rayons cosmiques
— Radioactivité
— Accélérateurs de particules

» Processus permettant leur detection et leur identification
— Echauffement

— lonisation

— Vaporisation, condensation
— Luminescence

— Effet Tcherenkov

— Rayonnement de transition

Nous n’aborderons pas les techniques expérimentales, pourtant indispensables
pour les progres de la physique :

C’est I’expérience qui est le « juge de paix » et qui permet de choisir entre maints
modeles mathematiques.

CHAPITRE 1 Introduction 6



Schéma d’un détecteur

Exemple :

Détecteur CMS aupres du
Large Hadron Collider
CERN

| 1 1 1 1 1 1 1
om Im 2m 3m am Sm 6m 7m
Legende :
gluons
Point de collision des Hadica chmgd

~ — - -Hadron neutre

faisceaux de protonsS~_ ...

T 1L I

% . i
i .
'l
d

Trajectographe 3
Calorimetre :
?Ul électro- }
magnétique :
Calorimétre Aimants :
Vue transverse hadronique (supraconducteurs) JI
de CMS Chambres a muons
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F - A retenir

1895 : découverte des rayons X par W Roentgen

1897 : découverte de 1’¢lectron par Joseph Thomson
1911 : déecouverte du noyau par Ernest Rutherford

1919 ; découverte du proton par Ernest Rutherford

1932 : découverte du neutron par James Chadwick

1933 : découverte du positron par Carl David Anderson
2012 : découverte du boson de Higgs au CERN a Geneve

CHAPITRE 1 Introduction



CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere

A - Constantes fondamentales

 Charge élémentaire : e =1,602x1071°C

 Vitesse de la lumiére dans le vide : c = 2,998 x 108 m/s
 Constante de Planck : h=6626x10"3*]-s

« Constante de Planck réduite : h=h/2r =1.055x1073*J s
 Constante de Boltzmann : k =1,381x 10723 J/K

« Unités pratiques pour la physique corpusculaire :
—1levV=16x10"17]
—1fm = 107> m (femtométre ou fermi)

 Constante de conversion utile :
— hc =197 MeV fim = 200 MeV fm

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere



B - Unités naturelles

* On définit le systéme d’unités naturelles : dans ce systeme : i=c=k=¢g, =1

* On omet alors d’écrire ces constantes dans les formules
Si [A]=L' M™t" T" Q° et [B]=L" M* t' T°Q°, alors il existe en général une
facon uniqgue d’écrire de fagon homogeéne : A=c*7’k’g,'B"
On réduit alors la relationa : A=B"

* Pour les applications numeriques, 1l faut rétablir ’homogénéite !

« Exemples :

L~£~t: 1fm~——~ 33x10724s
E 200 MeV

E~T: 1eV=12000K

[E]~[P]~[M]~[L]'~[t] ' ~[T]

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere 10



C - Relativité restreinte

1) Fondement

Deux principes d’invariance

e Les lois de la physique sont les mémes dans tous les reférentiels d’inertie
(et notamment les lois de 1’électromagnetisme)

e Dans le vide, la lumiere se déplace toujours avec la méme vitesse
indépendamment de la vitesse de la source

Conséquences :
e Changement de référentiel d’inertie : la transformation de Lorentz

e Espace-temps de Minkowski
e Quadrivecteur energie-impulsion

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere 11



2) Changement de référentiel : transformations de Lorentz

Soient deux référentiels d’inertie R(O,X,y,z,t) et R’(O’,x",y’,z’,t’)

L’origine O’ de R’ est animé d’une vitesse v mesurée dans R
On choisit I’axe Ox du repere R comme portant la trajectoire de O’ dans R

Réciproquement, I’origine O de R est animée d’une vitesse —v mesurée dans R’
On choisit I’axe O’x’ comme portant la trajectoire de O dans R’

L’origine des temps dans R et R” est choisie de telle sorte que les points O et O’
coincident pour t=t'=0

On choisit les axes transverses de sorte que y=y'et z=z' 14

En mécanigue newtonienne on aurait :
t ‘
t'=t;xX'=x-vt;y'=y,;2'=z2 ‘

dx' dx
=——V
dt dt X

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere 12



En relativité restreinte, 1’invariance de la vitesse de la lumiére conduit a la

transformation de Lorentz spéciale : v: vitesse de R
) mesuree dans R
ct'=yct— fyX ct' y  =frifct
< N = v 1
| X'=—pyct+yX X' By ¥ X IB:E V= 1 ,32
[y'=Y
z2'=12

On voit que la quantité c*t® —x* est invariante par changement de repére
q q

On introduit la rapidité Q :

coshQ =y ct' coshQ —sinhQ)(ct
On pose : | . alors : =
sinhQ = Sy X' —sinhQ  coshQ )| x

Avantage : la composition de deux transformations spéciales est une transformation
spéciale de rapidité egale a la somme des rapidités des deux transformations

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere 13



Transformation de Lorentz inverse :

vitesse de R mesurée dans R’ ; —v
S T
X By v )\ X

onvérifieque[y 'Byj(y —,Byj:(l Oj
Br v \=Br r 0 1

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere
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Cas général (direction des axes arbitraire) :

Une transformation de Lorentz homogene A est le produit de deux rotations et d’une
transformation spéciale.

Alors la quantité c’t® —x* —y° —z* est indépendante du repére
Un quadrivecteur est défini comme un objet a 4 composantes reelles qui se

transforme par la méme transformation de Lorentz que les coordonnées d’espace-
temps lors d’un changement de référentiel :

A, A’ A, ct' ct
A= A — A'= A =A A Si X =A "
A, A A, y' y
A A A z' Z

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere 15



3) Composition des vitesses

particuleenx, '=0at '=0 de vitesse v' dans R’
at,' elleestenx,'=v't,"

vitesse mesurée dans R : 2% — yX +Pyct, =0 v+ pyc vV

t,-t yt,'+pByx,71c-0 v+ pBwic 1+wc?

si v'=c la vitesse dans R vaut aussi ¢ !

la vitesse de la lumiere dans le vide est independante du repere
conformément au principe d'invariance de la relativité restreinte
gréce a la transformation de Lorentz des coordonnées d'espace-temps

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere
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4) Intervalle relativiste

Soient deux événements (ct,,T) et (ct,, T, )

| =(r —F,) —(ct, —ct,)” = AI> —c®At? est invariant par changement de référentiel

c’est I’intervalle relativiste entre les deux événements.

Il est :

e Du genre espace si Al >CAt : on pose As = vAl? — c?At?

e Du genre temps si Al <CAt ; on pose CA7 = vC?At? — Al
At est le temps propre entre les deux événements
e De longueur nulle si Al =cAt

On a ainsi défini une pseudo-metrique

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere
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5) Notations quadridimensionnelles

Composantes contravariantes : x° =ct, X' =x, x> =y, X’ =z

4
Sommation sur les indices repétes : r :Z‘)x”eﬂ = Xx"e,
=
Metrique de Minkowski :
_l 0 0 O_ _l 0 0 0_ _l 0
0 -1 0 0 o 0 -1 0 0 v . 0 1
[e.-e ]=[n ]= An =001 = nn,]=1o]=
0 0 -1 0 0 0 -1 0 0 0
L0 0 0 -1_1 L0 0 0 -1_1 L0 0

Composantes covariantes : X, =7, X" = X, =Ct, X, ==X, X, ==Y, X; = —Z

2
o = 0 ;aﬂ:i;d'alembertien:mz 28 ;
4T oxH axﬂ c ot

~A=0,0"

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere




Produit scalaire de deux quadrivecteurs X =' (x°,x,x%,x%) et Y =" (y°,y',y%,y*) :
X Y — XOyO . lel _X2y2 . X3y3

« Scalaire » : invariant par changement de référentiel

Une transformation de Lorentz homogene A laisse le produit scalaire invariant
W AH NV e g AH Y

X“=A" X"y =A"y":

1 (. . g _pf
x“y', =x"y, soit: A" A" =5

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere 19



6) Dynamique

Ligne d’Univers B (ct, )P, (ct,,I,) d’un observateur v=|—

2
czdrzzczdtz—dfzz(cz—v )dt :»3: 1_"_2
dt C

On sait que pour une particule libre la trajectoire entre P, et P, est telle que

Al =VAt est le chemin le plus court joignant P, et P, et donc c*Az° est maximal

— Action naturelle pour une particule libre indépendante du repere :

S _—Kj dr=—K|_ Zﬂdt_—Kj:z,/l—Z—idt

avec K scalaire

Le lagrangien d’une particule libre est donc : L=-K,/1-—

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere 20



7) Masse invariante

2
SivCcC: L=—K+5V—2
2 C

: : .. : : 1
On doit retrouver le lagrangien non relativiste d’une particule libre : L = Emv2

Donc K =mc® : m est un scalaire de Lorentz, ¢’est la masse invariante

La mécanique lagrangienne permet alors de calculer :

: oL mv .
Impulsion : p=—= = yMV
oV 1 V2
CZ
. mv? v: mc’ -
Energie : E=pV—-L= +me?,l-— = = ymc? =vVv=pc’/E
V2 ¢’ V2
-2 -2
C C

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere
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8) Quadrivecteur énergie-impulsion

t —
Quadri-vitesse : U = (Cdt drj

(7o)
—,— |= (yC,pv

dr dr =

ou 7 est le temps propre : invariant relativiste

c’est un quadrivecteur
t E .
— Quadrivecteur énergie-impulsion : mU = p =" (p*)= (—, pj
C
Se comporte bien comme le quadrivecteur t(cdt,F) par changement de référentiel

m2c? = D* p, = E2 /2 _‘6‘2

—2
== =‘p‘ ¢’ +m°c’

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere 22



9) Comparaison cinematique classique / relativiste

Mécanique classique  Relativité restreinte

—>

V2
1__
2
C
2
mc
E = =ymc
2
Vv
1-—3
C
E2=p202+mzc4
2
o, . 1 -, p 2
T :eéenerglecinetique T =—mv =— T=E-mc
2 2m

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere
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10) Conservation de

I’énergie-impulsion

réaction

B
a+b+.. Ona
E +E +.. soit :
EB
I;B donc :

Attention !!! mA;f_-ml—|-m2—|—_,,
mais :
m,c? =/E2 — P2c?
CHAPITRE 2

Espace, temps, matiére
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D - Rappels de mécanique quantique

1) Fonction d’onde, opérateurs

— Les états d’un systéme forment un espace de Hilbert

— Ils sont décrits par une fonction d’onde représentant une amplitude de
probabilité complexe de trouver le systeme dans cet état

— Superposition possible des états : w= Aliya + Loy

— Une quantité mesurable A est décrite par un opérateur linéaire hermitien A

— Particule libre sans interaction : paquet d’ondes planes

onde plane : w(r,t) =Cexp[i(p.r —Et)/ 7]

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere 25



2) Principe de correspondance

p— —inV  x — multiplication par x

Justification du principe de correspondance
a) Théoréme d’Ehrenfest

Calculons pour toute observable

dgt jt//Awdf— [7Aydr = j( Aw+v72tAw+wAa$tyjdf—

N

j[thAw ‘aAw—'%v?Aijdr j[ yHAy +
d’ou d<A>_<aA—i[AH}>
dt ot h

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere
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On retrouve la mécanique classique analytique : Z—Z:Z—iﬂf,?{}

( f fonction quelcongue des coordonnées geneéralisées)

a condition d’identifier le crochet de Poisson
au commutateur multiplié par (-i/#) :

(e

Crochet de Poisson

".| 0A OB OA 0B
A B} = ~

i=1

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere
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b) Conséequence :

En mécanique analytique avec les coordonnées généralisées g et les impulsions

oL _
p=—ona:

oq;
{a,,p;} =5, soit avec les coordonnées usuelles :
= [x, DXJ =17 etc : relations de commutation canoniques

Solution simple possible : x —» xx; p =iV

on obtient le principe de correspondance

D ’autres solutions sont possibles, elles dépendent de la représentation des etats
par exemple on pourrait écrire des fonctions d’onde dépendant de p et t : o(p,t)

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere
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3) Inégalités de Heisenberg :

A A A AN

AAAB > K[A, éM/z avec : [ A B|= AB-BA

h h h
Exemples : Ax.Ap, > E; Ay.Ap, > E; AZ.Ap, > —

CHAPITRE 2

2

Espace, temps, matiére

(exercice)
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4) Longueur d’onde de De Broglie

— Longueur d’onde de de Broglie |[A =—=——

— Analogie optique :

aan |

SVVV.V.V) ‘ﬂ Si > a

AN ’\/\% A6 grand
On n observe rien

— La résolution d’un objet de taille a nécessite A~a

1 At9~£

|

— Un accélérateur de particules est un gigantesque microscope

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere 30



Exemples

« Electron de 1 keV (m, =511keV/c®) (« non relativiste » : T <« mc?)

» Electron de 1 GeV (« ultra relativiste » : T > mc?)

* Protonde 7 TeV  (m, =938 MeV/c* =1 GeV/c®)

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere
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5) Equation de Schrodinger

% principe de correspondance
[ +V] —>

et remplacement de E par ih%

e Incompatible avec la relativité restreinte

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere

o

32



6) Evolution des systémes

- Causale en I’absence de mesure : donnée par I’équation de Schrodinger

- « Reéduction du paquet d’ondes » apres une mesure :
projection sur un vecteur propre de I’opérateur associé a la quantité mesurée

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere
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E - Générateurs infinitésimaux

1) Translations

Soit un systéme décrit par une fonction d’onde y(x,y,z,t).

On effectue une translation infinitésimale du systéme paralléle a 1’axe des x de dx
On la note 7 (dx).

On cherche ’opérateur T(dx) qui fait passer de I’ancienne fonction d’onde a la

nouvelle fonction d’onde : w'=T (dx)y .

Par définition de 7 (dx), on veut :

v (6 y.2.0 =y (x=0x Y, 2.0) =y ~dkd,y =y~ py

: A i LA : : :
Soit : T(dx) =1 —dxg p, , ou | désigne I’opérateur identité.
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Intermede : opération exponentielle sur les matrices

exp( A Z— . (exp( ))_1:exp(—A)

n=0 n
Attention : exp(A+B)=exp(A)exp(B) si [A,B]=0

dét(exp(A))=exp(Tr(A)) car: P~ exp(A)P =exp(PAP)
Soit M =exp(iG) , alors :

Si G est hermitienne, M est unitaire :

G'=G=exp(—iG')=exp(-iG)=>M'=M""
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Retour aux translations.

Une translation finie est le résultat d’une
infinitésimales.

On a ainsi : 7(x+dx) =7 (dx)7 (x) et donc on veut :

T (x+dx) = T ()T (x) = (i —dx% pXjT(x)

Donc :
dT(x) B i

dx h Px

T(X)=T(x) :exp{—lhxpx}

On peut facilement généraliser cette relation :

T(F)zexp{—%?-ﬁ}

succession de

translations

On dit que p est le générateur infinitésimal des translations du systéme.
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2) Rotations geometriques

On s’intéresse maintenant aux rotations qui laissent invariant le point origine du
repere (O e.e ez).

] X! y!

On définit la rotation infinitésimale d’angle dar autour du vecteur unitaire u par :
R.(da)OM =OM +da uAOM

Une rotation d’angle fini s’obtient par I’application successive de rotations
infinitésimales :
Ri(a+da)=R;(da)R;(a) = R;(a)R; (de)

On a évidemment : R.(0)=1 (opération identité).
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Les opérations de rotation autour de vecteurs différents ne commutent pas en
général : R.(a)R.(B)=R.(B)R.(a)

En particulier, la relation suivante va étre utile pour la suite :
R4=R_(-da')R-(da)R_-(da")R-(-da)=R_-(dada’)

_Kalof)
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Montrons-la.

On constate d’abord que si da=0 ou si da'=0 alors R4 =1.

Donc R40OM —OM est proportionnel a dada'. Pour calculer R4, il suffit donc de
se limiter aux termes du premier ordre en da et da'.

Effectuons le calcul par étapes, en ¢liminant les termes d’ordre supérieur au fur et
a mesure :

R-(—-da)OM =OM —da e, AOM

R, (d') R, (~dar)OM =

O—M>—dd€AO—M>+da'€A(O—M>—d0{€AO—M>)
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R, (da)R, (da)R, (~da)OM =

OM —da e, AOM +da'§A(W—da€Am)

+da€A(W—M+da'gA(W—M))=

W+da'gA(W—dagAOW)+dada'gA(gAm)

R, (—da')R— (da)R— (da')R— (—da)O—M =

OM +da'e /\(OM —dae, /\O|\/| +dada'e, /\(e /\OM)

da'e, /\(Ol\/l +W+ dada sfe; 2 OM | ):

OM —da'dae, /\(e /\OI\/I)+dada e, /\(e /\OM)
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On utilise alors la relation : 5/\(5/\6)+5/\(5/\5)+5/\(6/\5):O pour obtenir :
R40M =0OM —da'daW/\(e_;/\ ey):OM +da'dae, AOM =
R.-(dada') CQFD

Remarque : il faut bien enlever les termes en da” car on doit avoir :

Or :
R.(-da)R. (da)OM =R (da)(W+daﬁAW) =

W+daﬁAW—daﬁA(W+daﬁAm)=

OM - da Tz OM )
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3) Description quantique

On va voir dans ce paragraphe comment se traduisent les propriétés des rotations

dans le cadre de la mécanique quantique.

a) Systeme sans spin

Soit un systéme décrit par la fonction d’onde w(x, Y, Z,t) (systeme sans spin). On

effectue une rotation de da autour de 1’axe des Z.

Comme précédemment on cherche I’opérateur R (der) qui fait passer de y a y'

avec :
t//'(F,t) =l//(729~2» (—da)?,t)zw(F—daetAF,t)
v'(xy,z2,t)=y(x+yda,y-xda,z,t)

t//':z//+da(y(9x —X(?y)z//:t//—da%th//
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Donc : Rg(da):i—da%Lz

De méme, on a :

R, (da):i—daéLx et R (da):i—daéLy

Plus généralement, on obtient, de fagcon analogue aux translations :

~ | - — | - —
R.(da)=1 —da%u-L et R. (a):exp(—a£u-Lj
L’opérateur L est le générateur infinitésimal des rotations du systéme.

On peut vérifier que les relations de composition des rotations sont respecteées.
On dit que les opérateurs agissant sur le systeme constituent une représentation
des opérations de rotation dans 1’espace.
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Considérons en particulier la relation demontrée plus haut :
R-(-da")R-(da)R-(da')R-(-da)=R_(dada")

€y

On veut donc :
(i+da'lL j(i—dalej(i—da'LL j(i+dalej=i—dada'LLz
h h h’ h h

On obtient en conservant les termes du premier ordre en do et da' : [LX, Ly} =1AL,

ce qui est bien vérifié, comme on 1’a calculé directement a partir de la définition
des opérateurs L, L, etl,. Par permutation circulaire des indices X,y,z, on
retrouve aussi sans difficulté les autres relations de commutation.

Les relations de commutation des composantes du moment cinétique orbital

apparaissent donc comme une conséquence de la non commutativité des opérations
de rotation.
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b) Systeme avec spin

Le raisonnement du paragraphe précédent ne s’applique pas dans le cas géneral,
car la relation entre y' et v n’est plus la méme a cause de 1’existence possible de

degres de liberté internes. Ainsi le spin va s’introduire naturcllement.

On cherche un opérateur linéaire et unitaire Ra(“) qui relie ' et v pour une
rotation R. () dans I’espace géométrique.

On veut aussi : R (O):i, et donc on peut écrire en toute généralité pour une
rotation infinitésimale d’angle da autour de z par exemple :

R (da):i—da%\]z
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J_  est un opérateur que 1’on cherche a caractéeriser.
Il est hermitien car R (da) est unitaire par hypothese. En effet :

Rej(da)R; (da)= I <:>(IA+da%JZTj(IA—da%JZj:IA

. : f
D'ou, en gardant le premier ordre : J, —J, =0, CQFD.
On obtient les relations semblables pour les directions x et y.

Pour respecter les relations de composition des opérations de rotation, on est donc
conduit, comme précedemment, aux relations : [JX,JJ =1hJ, et permutations

circulaires sur X, Y, z.

Cette fois, c’est une relation qui s’impose a 1’opérateur J pour qu’il représente le
moment cinétique total du systéme, c’est-a-dire le genérateur des rotations du
systeme.
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4) Définition des opérateurs moment cinétique

Ainsi se trouve justifiée la généralisation de la définition d’un moment cinétique
comme opérateur vectoriel hermitien vérifiant les relations de commutation :

[JX, Jy} =1hJ, et permutations circulaires

On retiendra la relation : R. (a):expt—aéﬁ-jj

L’opérateur J est le génerateur infinitésimal des rotations du systeme.
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5) Spin

L’étude générale des propriétés d’un opérateur moment cinétique montre
que (exercice) :

e Les seules valeurs propres possibles de I’opérateur J* sont de la forme :

j(j+1)n* avec j entier ou demi-entier positif.

e Les valeurs propres des operateurs J,, J, et J,sont les (2j+1) quantitées m#

avec .
me{—j,—j+L—j+2 j—-2,j-1 ]} .

Ainsi, les particules peuvent porter un moment cinétique interne entier ou demi-
entier, appelé spin.

La transformation de la fonction d’onde de spin est donnée par la relation

R. (a)zexp(—aéﬁ-jj
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Cas du spin Y2 :

L’opérateur moment cinétique interne pour un spin 2 s’€crit : S= Eg
(o est le vecteur des matrices de Pauli).

Si on applique cette relation a la rotation de 27 d’un spin ' autour de 1’axe des z
on obtient :

Rg(2%):exp(—2ﬂégazj:(exp(—iﬂ) 0 ):_i

0 exp(ir)

La rotation de 27 n’est pas égale a 1’identité, mais a !

Cette possibilité provient du fait que nous avons construit les rotations a partir des
rotations infinitésimales, sans imposer qu’une rotation de 27 soit I’identité. On
trouve ainsi des représentations sans équivalent classique du groupe des rotations
avec les moments cinétiques demi-entiers.
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Pour une rotation quelconque, I’opérateur qui s’applique a un spineur est :

e

R (a)=exp —aiﬁ%

Comme les matrices de Pauli sont hermitiennes de trace nulle, Ra(“) est une

matrice 2x2 unitaire de déterminant 1, elle appartient au groupe noté SU(2),
groupe de Lie qui dépend de trois parametres continus indépendants.

Réciproquement, toute matrice de SU(2) peut s’écrire sous la forme R.(«a) : les
matrices de Pauli sont les géneérateurs du groupe SU(2).

A

On peut facilement montrer que R. (a)= cos% L, —isin%ﬁ-g.
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6) Addition des moments cinétiques

Soit un systeme composé de deux sous-systemes possédant des moments cinétiques

associés aux opérateurs J; et J, agissant sur des variables indépendantes. Il peut
s’agir de deux particules, ou d’une seule particule avec son moment orbital et son

moment intrinseque, ou de systemes plus complexes.

On s’intéresse a I’espace de Hilbert décrivant les états des moments cinétiques.
On utilise comme base les vecteurs propres pour les opérateurs J., J., J,,J,,.

On note ces (2j, +1)(2], +1) vecteurs | j;, j,,m,m,) avec :
I b B muum,) = i (i +2)7° | Jy, Jpumymy)
‘Jiz|j1’j2’m1’m2>:mih|j1’j2’m17m2>

Les modules de J; et J» sont fixés (j, et j, fixés), mais leurs orientations sont
quelconques, les m. peuvent donc prendre toutes les valeurs entre —j. et +]. par

sauts de une unité.
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Le moment cinétique total du systeme est : |J =J:1+J2|.
On montre (exercice) que

e les valeurs propres de J* sont J(J +1)7° avec : |j,— J,|<J < j, + ],

e les valeurs propres de J, sont M7z avec : —J <M <+

On peut ainsi construire une autre base de 1’espace de Hilbert précédent a partir
des vecteurs propres des opérateurs J° et J. .

On note les vecteurs de base |J M ) Ces vecteurs peuvent s’exprimer en fonction
des vecteurs de base précedents (avec M =m, +m,):

by jz,ml,m2> . Les phases des vecteurs de base sont choisies

|‘:J ! M > = Z:mlm2 CJMmlmz
de facon que tous les coefficients de Clebsch-Gordan C

soient réels.

JMmym,

Nota bene : les coefficients C,,  dépendent de J, et J,, c’est pourquoi on devrait
noter les vecteurs |J , |\/|> plutot | b )y 3 M >, mais on préfere ici alléger I’écriture.
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F- Equation de Klein-Gordon
1) Motivation

e Equation de Schrodinger : incompatible avec la relativité restreinte

e Principe de correspondance pour une particule relativiste libre :

2 2 2 2 4 252l// 2 2 2 4
E°=pcc+mcc — |-h atz:_hCAW+mC‘//

Si on calcule les niveaux d’énergie de 1’atome d’hydrogéne en partant de cette
equation, on obtient des valeurs en bon accord avec les mesures.

Cependant la structure fine des raies — c’est-a-dire la dépendance de 1’énergie d’un
niveau n avec le moment cinétique orbital de I’¢électron (déja tres bien mesurée en
1925) etait mal reproduite.

L’équation non relativiste donne finalement de meilleurs résultats.
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2) Insuffisance des équations ?

— Il faut ajouter « a la main » un terme pour prendre en compte le spin de
I’¢lectron :
modification des niveaux d’énergie en présence d’un champ magnétique :

AE=-g—S-B (g=2)
2m

analogue a la relation classique : AE =——-L.B au facteur mystérieux g prés !

2m

— L’équation de K-G est du second ordre en temps, la donnée de la fonction d’onde
a I’instant initial ne permet pas de prédire son évolution, contrairement a
I’¢quation de Schrodinger.

— L’équation de K-G a des solutions de masse négative :
w(r,t) =N exp{—%(Et—B-F)} est solution pour E = J_r\/pzc2 +mc’

— I’équation de Klein-Gordon ne permet pas de définir une probabilité de présence
toujours positive !

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere 54



(a partir d’ici, on utilise les unités naturelles : i=Cc=k =g, =1)

Voyons d’abord ce qu’il en est avec 1’équation de Schrodinger :

-, g, s — I * _—
densité de courant de probabilité : J :—Z—[W Vy -y Vi ]
m

densité de probabilité : o=y y

equation de continuité (voir demonstration page suivante) :

0 =

—'0+d|v1 =0

ot

conservation de la probabilité de présence au cours du temps :

Gty =f 765 =0

Notons que, pour une onde plane :
= i * . 2 —

=——|wv Vy—yV =——p=[N| v=pvV.
== -y Wy = p=|N[v=p
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Démonstration de 1’équation de continuité :
op oy’ « Oy

_|_ [ —
o ot LV e
X e
* wv__ L.V,
1Ay~ V . ( 1Ay V j | ot 2mi |
X=|+-———v |y+y |-=—+—y |car:y
| 2m | | 2m | 6y1_+1A*_V*
ot 2mi v |W
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Cas de I’équation de K-G

Pour rester compatible avec la relativité, il faut définir un quadrivecteur courant :
j=ilyory—yory' | avec P=piit=, 7=, =]

En utilisant I’équation de K-G on obtient 1’€quation de continuité :

0,1 =0

Démonstration :

OV _ Ay s miy soit: 0 0% +miy =0
T y+my 0,0y +My =
Donc: 0, (w*ﬁ“w)zaﬂw*a“w—w*mzw = 0J,]"=0 CQFD.
%/_J
réel reel

CHAPITRE 2 Espace, temps, matiere 57



Probleme :

Si on prend la solution w(r,t)=N exp[—i(Et—E-F)] on obtient :

-0 1 4% |N| | |
=p=——oI — |=——| IE|=—-
= m["” 6t} m m[ ! ] m

Quantité négative pour les solutions d’énergie négative E =—

Difficile de concevoir une densité de probabilité négative !
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G-  Aretenir

o Constantes fondamentales, unités naturelles z=c=k=¢, =1

e Manipulation des notations quadridimensionnelles
e Transformations de Lorentz speciales, rapidité, masse invariante

E’ coshQy  —sinhQ )\ E _ s s 94
= _ , coshQ=y;sinhQ=py;,E“=p°c"+mc
p,C —sinhQ  coshQ J{ p,cC
e Longueur d’onde de de Brogliec A=h/p
e Principe de correspondance : equations de Schrddinger et de Klein-Gordon
.. Oy n’ 2 aZW 2.2 2 .4
Ih—=| ——A+V ; ./ =-h"C°Ay +m-C
ot ( om ]‘” ot v v
e Notion de générateur infinitésimal
e Définition d’un moment cinétique ; [Ji , jj ] = ihgijkjk

N

e Valeur propre de J* : j(j+1)A% avec j entier ou demi-entier
e Valeurs propres de Jxy.: mhavecme{—j,—j+1...j-1j} [(2]+1) valeurs]
e Addition des moments cinétiques : |j,— J,|< j< j+ j, ;m=m, +m,
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CHAPITRE 3 Antimatiere
A -  Equation de Dirac

Recherche d’une équation du 1°" ordre : i%// = (—ia~§+ﬂm)w

2

Compatible avec K-G : —%tl/zj :(—i&-§+ﬂm)(—i&-§+ﬂm)w:(—V2 +m? Jy

(2 2 2 2
ax—ay—az—ﬂ =1

o, +aa, =0 ... etc ...

a f+pPa, =0 ..¢etc..

— «a et [ ne peuvent donc pas étre des nombres — opérateurs o et

NB : la notation « ne doit pas laisser croire que «,, «,,«, se transforment comme
les composantes d’un vecteur, ce sont des constantes indépendantes du repere.
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Propriétés de « et S :
— linéaires
— hermitiens car (—i&-?#mﬁ) est le hamiltonien du systeme et doit donc étre

hermitien (noter que —iV = p est hermitien)
— de valeurs propres x£1 car leur carré vaut 1’identité
— de trace nulle
Démonstration :

On rappelle que Tr(AB)=Tr(BA)
px(é.B+pé, =0 )= pa,p=-a,=Tr(paB)=Tr(a,)=-Tr(4,)=0

oY A

px(é,é, =1)=-a,pa, = p=Tr(B)=-Tr(B)=0
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= Matrices 2nx2n mais pas assez de matrices 2x2 indéependantes
— Matrices 4x4 au minimum. Solution simple avec les matrices de Pauli :

o | 0
p= )
o 0 0 -l
~ (1 0 0 1 0 —i 1 0
avec | = Ox = oy =| . o; =
0 1 1 0 1 0 0 -1
2

Rappel O x :I , |:Gx,6y:|:2i62 , OxOy = —OyOx

et relations similaires par permutations circulaires des indices

Conclusion : On est conduit a elargir I’espace représentant les états

Ce n’est plus un espace de fonctions d’onde a valeurs complexes

mais un espace de fonctions a 4 composantes complexes qu’on appelle
(bi)spineurs.

Il reste a interpréter physiquement ces fonctions.
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Remarque :

Notons qu’il est possible de trouver d’autres matrices solutions de ces €quations.
En fait tout ensemble de 4 matrices construites a partir des matrices précédentes

par une transformation M ->UMU" o0 U est une matrice unitaire (U'=U"")
vérifie le systeme de contraintes, comme on peut le voir tres facilement.

Toutes ces solutions conduisent a des représentations équivalentes de la
physique. Il suffit de représenter le systeme physique initialement décrit par y par

la nouvelle fonction d’onde ' =Uy

NGl = oUy . — <

IE—(—Ia-V—I—mﬂ)w: |?—(—|Ua'v+mUﬂ)W
.6Ul//_ - — T_’ ¥ .al/jl_ R — I .

= |?_(—|Uau .V +mU BU )uw:> |E_(—|a V+mgp )z//

Réciproquement, tout systeme de matrices solutions du systéme s’obtient a partir

d’une transformation définie plus haut (c’est un peu long a démontrer, et on

admettra ce résultat).
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Matrices y

Pour donner une forme plus symétrique
temporelle, on introduit les matrices y* :

y'=p  r*=pa,,,

7/0 — I O . 7/1,2,3 — O Gx,y,z
0 —I1) ° —0,,, O

entre

a x(ia—l// =(-ia-V+ mﬂ)wj —|(ir*0, —m)y =0
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B - Covariance de I’équation de Dirac

On doit assurer 1’invariance de la forme de 1’équation du mouvement par
transformation de Lorentz pour satisfaire au principe de relativite en definissant
la loi de transformation du spineur .

Soit une transformation de Lorentz A : X > x'= Ax (oux" = A” x")
On cherche I’opérateur S(A) tel que

(ir0, -m)y (x)=0 (1)
ly(x) > w'(x)=s(A)w(x) @
\(iy”@u —m)y'(x)=0 (3)

On normalise S(A) en imposant détS(A)=1
On trouve la condition qui détermine S(A) complétement : S™y"S = A" »*

On montre de plus que pour les transformations orthochrones (qui ne renversent
pas le sens du temps, A°, >0) : ST =»°S™"y"(exercice !).
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Démonstrations

Sy '(x")=Siy"0, STy (x") =my'(x')
(X)= 187,570y (x) =y (x)

(1) &(2)=iy"0,Sy'(x’
= iSy"0' A",S7y(x)=m

)=m

5 7 . . \ < . 7 1% _c-1 v
Et on retrouve I’équation de Dirac a condition que : y* A", =S7y"S

nombre réel

On a utilisé ;

X" =N X"=0,=0 X

OxX*"

— GIV AV/J

NOTA BENE :
Contrairement a ce que les notations pourraient faire croire, les matrices »* ne

sont pas des composantes d’un quadrivecteur, ce sont des constantes, elles ne sont
pas affectées par les transformations de Lorentz.
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y=p=p=y y =y’
De plus : =

(1°7%) =(Ba,y.) = =r 7 L =ryy

— 7/” Avﬂ = STQ/”S_IJr — y”AVﬂ = 7/OST7/ S ” 0
nombre réel

-1
yyAvy _ S—lyvs — S—lyvs _ Q/OSTj/Oj/V}/OS ”7/0 — 7/ —(57/0377/0)7/ (S}/OSTJ/O)

Donc (Sy°S'y") commute avec toutes les matrices y

= (S)/OSTQ/O) =cl,= STy’ =¢y°S™!

c est réel car ° et Sy°S™ sont hermitiennes.

détS(A)=1=c¢' =1=c=+1

S'S=5"y"'S =cy’S™y’S =cy’ A’y =Tr(S'S)=4cA’ Tr(y°y" ) =4cA’,n" = 4cA’,

Or S'S est hermitienne, et si y est vecteur propre pour la valeur propre (réelle) a
S'Sy =ay donc 0<(Sy|Sy)=(y|S"Sy)=a(y|y)=0<a :>Tr(STS) > 0.
Finalement, si A est orthochrone, ona c=+1, CQFD.
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On montre que pour une transformation infinitésimale A propre (déterminant 1) et
orthochrone (AOO >0, sans renversement du sens du temps) :

S(A)=1, —ia)ﬂva‘” avec :

1
0
|, =

4

O O
o O O

o O —» O

0 1

0
0
=N, -1, <1

@,

G =%[7ﬂ%]
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1 O 0 O
. . 1 -doé 0
Exemple d’une rotation de d@ autour de e; : A =
0 dé 1 O
0 O 0 1

Les seules quantités w,, non nulles sont : @, =-d@ et w, =d&, il vient :

1 0 0 0
i i i |0 -10 0
S(A)=1, +~cPdo—~cdo =1, +~do
4 4 210 0 1 0
0 0 0 -1
1 0 0 0 ¢” 0 0 0
i |0 -1 0 0 0 e’ 0 0
Donc : dy =—dé@ —Sw'= _
27001 0" 0 0 e o |V
0 0 0 -1 0 0 0 e

si on considéere une rotation finie de &

Pour 8 =2z on trouve v '=—w comme on |’avait trouvé pour un spin %2 !
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Quadrivecteur densité de courant
onpose : j* = ¥ %"v =yy"y (en notant w'y° =) ; c’est bien un quadrivecteur :

Sous une transformation de Lorentz orthochrone :
)= () =y () ST Sy (x) =y () STy Sy (X) = v (%) A (X)
=A*j"(x)

Se transforme comme un quadrivecteur !

Onaaussi:o,)J"=0
(voir démonstration ci-dessous)

On a de plus :
=y’ v=y'y>0!

On peut définir une densité de probabilité positive et conservée !

CHAPITRE 3 Antimatiere 70



Démonstration de I’équation de continuité 0, ]“ =0 :

8,J" =(0w")r vy +y'y'y"(0,v)

Equation de Dirac

— yfoy-my=0= i)/oy"@ﬂw—myot,y:O
T,,0f =0

=0y (y'r") —my'y" =

Or:

y=p"=p=y"
(7/07/1,2,3 )’r _ (ﬂzax

L
Dou.aﬂj“——T

CHAPITRE 3

0,123

Y,z )T = ax,y,z =V

m
vy 'y +y Ty’ V= 0 CQFD
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C - Solutions de I’équation de Dirac

On cherche les solutions en ondes planes de I’équation de Dirac :

u(p,)
u,(p,)
u,(p,)
u,(p,)

w(x") = exp(—ip,x*)

u(p,)
u u
On pose 2(P,) :[ aj pour alléger les notations.

u,(p,)

On introduit ainsi deux « spineurs » a deux composantes, U, et u,
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Comme io, [exp(—ipﬂx“ )] =p, exp(—ip#x“), I’€quation de Dirac devient :

(Wpﬂ—m)(u""}o: p, =(E.~P)

U,

. _ _ _ El, —o-p|fu u
En utilisant les expressions des matrices y, on obtient : | __ *. P ( aj = m( aj
o-p —EI, \U

E2 _m? (=7 _ 7
(E+m)ub=8._r5ua(2):( U (G p) Uap = P Ugp

~ [(E-m)u, =0 pu, (1) 2 )
D’ou :
Pour la derniere égalité, on a utilis¢ 1’1dentité :
ool =6 +ig 6" =

—\ —

(6-X)(G¥) =X Y 14i(X AY)-
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On retrouve la relation relativiste :

E°=p°+m°=E=tcavece=+p"+m°>m

Pour E =+¢, on peut diviser (2) par (E+m), et pour tout u,
u

a

w(x") = [ o-p ]u eXp(—ipﬂX“) est solution de 1’équation de Dirac.

E+Mm
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Pour E =-¢, on peut diviser (1) par (E—m), et pour tout u,

p(x") =

1

o-pP

E+M

U,

Ju

exp(—ipﬂX“) est solution de 1’¢quation de Dirac.

\ . 12
ou on souligne que p,=E=—m*+|p| .

On trouve encore des solutions d’énergie negative...

CHAPITRE 3
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D - Rapport gyromagnétique de I’¢lectron

On cherche les valeurs propres de I’énergie dans un champ électromagnétique.

Principe de correspondance en présence d’un champ électromagnétique

En notant 7 la quantité de mouvement et p 1’impulsion :

e

— Cas non relativiste : E =%mv2 +qV ; p=7 +gA=-iV

mv

— Cas relativiste : p= 7 +qA=—iV
ymv

L’opérateur —iV est bien le correspondant de p et non de z pour satisfaire aux

A

relations de commutations canoniques {qa, pﬂ} =0, <—>[qa, pﬂJ =10,
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< _(p-0A)

Ainsi, I’équation de Schrdodinger devient, puisque T = = =E-qV :
2m 2m
oY _ (_ﬁ_q—A)z v
ot 2m

On se souvient que (A*)=(V,A);(A,)=(V.-A);(6")=(2,-V)i(2,)=(0..V)
On fait les substitutions : —iV — —iV —qA et i, ii—qv
ot ot

Alors 10, — 10, —gA, et ’équation de Dirac devient :

ooy =n(y)

(ces équations seront pleinement justifiées au chapitre 6)

CHAPITRE 3 Antimatiere
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Attention !

Les ondes planes ne sont plus solutions car A, est une fonction de X.

On cherche w :(Waj ou y, et y, ont chacune deux composantes
Yy

Noter alors que p,y # p, v

CHAPITRE 3 Antimatiere
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Résolution dans la limite non relativiste
Equation aux valeurs propres : id,y = Hy = Ey

On remplace 10, par Ey et on note —iV = p dans 1’équation de Dirac

—_ —

p, =10, =i(5ﬁ) =7"p,=r’E-yp

(E-av)i _E'(B_qﬂ) [waj: m(waj

E-(B—q_A') ~(E-qV)I

Ey,=0-|p-gAly, +(aV+m)y, (1)

Ey, =0 p—qA|y, +(aV -m)y, (2

CHAPITRE 3 Antimatiere
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Limite non relativiste pour E>0 : E—m,qv,‘q_AHE‘ <m

—_—

G.

(B o q—A)l//a

(2) =y, =

E+m+o(m)

=>@0) (E-m)y, =

X Y1 +i YA\?)-E,d’ou:

)

+qV
E+m q

Va

- )

2

—gB-c

:(a_qz)z N
2

- B_qz\‘) _q(wz);:(a_qx)
On a utilisé pour la derniére égalité la relation (p est I’opérateur —iV !) :
(P-9A)r(p-aA)=~(praA+aAnp|=ia(V A A)-iq8

(attention a la non commutation des opérateurs)
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Valeurs propres de I’énergie :

—12 — —
‘7[‘ -qB-o

E+m+o(m)

(E_m)l)ya: +qV Va

E-m=o(m)= E+m=2m+o(m)

7’ B.-o
= (E-m)y, =[2—m+qV _qz—m lv,

A J/ . /
Ec _|t Ep nouveau terme egal

a I'énergie de Pauli

(g:2 B B
R . B .
Rappel : terme de Pauli —%S-B avec < S :ha/2:>—q ° CQFD
2m _— 2m

Ainsi, v, représente le spineur a deux composantes de 1’équation de Pauli !
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La premicre équation redonne 1’équation de Pauli pour w_, a la limite non
relativiste.

a-(ﬁ—qﬂ)%

E+m-+o(m)

De plus v, = donc |y,| < |w,| et peut étre négligé !

C’est un succes majeur de 1’équation de Dirac qui predit ainsi :
e |’existence du spin de I’¢lectron
e et le facteur de Landé g =2

auparavant ajoutés « a la main » pour rendre compte des résultats expérimentaux.
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Il y a cependant les solutions a énergie négative : E=-m-o(m).

5-(5—@)%

E-m-o(m) =) Evy =

D=y, =

soit : Ey, =(—m—o(m))y,

Que faire de telles solutions !?

o)

E-m

CHAPITRE 3 Antimatiere
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E - Antimatiere

1) Théorie des trous de Dirac

Définition du vide :

e tous les niveaux d’énergie négative sont occupés par les ¢lectrons.

e gaz de Fermi non observable — quantités observables : déviations par rapport a

cet état

Si on ajoute un électron, il a alors nécessairement une énergie positive grace au

principe de Pauli.

Si on retire un ¢lectron d’énergie

négative, le «trou

» alnsi

créé

apparait comme une particule de |photon

charge opposée,
opposée, donc
d’impulsion opposée.

CHAPITRE 3

d’énergie

et % , Ichz —10
positron

positive,

electron

mer de Dirac

‘E
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2) Le positron

e En 1931, Dirac émet I’hypothése de I’existence d’un antiélectron, qui serait
I’effet observable d’un trou dans la mer d’¢lectrons d’énergie négative.

e Avec cette théorie, on peut alors comprendre la créeation de paires et
I’annihilation électron-positron par I’éjection d’un électron de la mer.

e En 1932, Anderson découvrait a Caltech, indépendamment, une particule de
méme masse que 1’électron, mais de charge opposée, qui sera nommée positon
ou positron.

, 1932

Caltech
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3) Equation aux valeurs propres pour le positron

El//a =0 B_qﬂi l//b+(qv+m)Wa (1)

Ey, =0 B_qﬂi v, +(qV -m)y, (2)

Limite non relativiste : qV,‘qKH%‘ < m mais avec cette fois: E=—¢

g(ﬁ_qz\’i)% o o (g.(g_qz\’i)jz
—&—m+o(m) —&—M

(1):>l//a — +qV l//b

. N 2 . . A\2 . A . A . . . A\2 . N . . A\2 R
(a-(p—qu)j =(p—qAI) +i((p—qAI)/\(p—qu)jaz(p—qu) —q(V/\A)-az(p—qu) —-gB-o
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On obtient finalement :

—12 — —
‘72" —gB-o
(—e+m)y, = —g—m+0(m)+qv Wp =
2 =g - -
qB-o positron
(e-myy == —av+Z Ty,
— <M, masse m
termes d'énergie
electromagnetique charge -q
pour une charge -q
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4) Propriétés de I’antimatiére

A toute particule correspond une antiparticule particule | antiparticule
— de méme masse m m
— de méme spin S S
— de méme durée de vie T T
— de charge(s) opposée(s) q —q
(11 y a d’autres charges que la charge ¢lectrique)
e Exemples
électron e 1897  positron e" 1932
proton p 1919 antiproton p 1955
neutron n 1932 antineutron n 1956
CHAPITRE 3
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Comment se fabrique I’antimatiére ?

— par radioactivité g :
un proton dans un noyau — neutron + positron + neutrino
— par « mateérialisation » :

Collisions de particules a haute énergie

— 2
E=Mc¢ \l/

Collision =» énergie = matiere + antimatiére — =

Masse du proton = 2000 fois la masse de 1’¢lectron

=>» L’ énergie nécessaire pour créer p + p
est 2000 fois plus grande que 1’énergie nécessaire pour créer ¢ + €7
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Que devient ’antimatiére ?

« Annihilation »
Mc?=E

matiere + antimatiere — énergie — des photons ou d’autres « rayonnements »

e"+e 52 S

D+ p — pions et autres particules (voir chapitre suivant)

CHAPITRE 3 Antimatiere
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Utilisation de Pantimatiére

e Imagerie médicale : tomographie par émission de positons (TEP)

Un corps radioactif B est injecté dans le patient
exemple : fluorodesoxyglucose avec du fluor 18 :
18F—)18O+e++\/

e +e — 2y dosados

Couronne de détecteurs + coincidence

Prototype développé au
CEA en 1983
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e Science des matériaux

Envoi d’un faisceau de positons sur

un échantillon de matériau a étudier

Mesure du temps mis par des
positons pour s’annihiler dans la

matiére :
— détection et caractérisation des

lacunes et porosités a I’échelle
nanométrique

Applications :

+ Etats de surfaces, corrosion,
vieillissement, des aciers, alliages.

* Porosité: filtres, membranes, verres

e (Caractérisation des substrats en
silicium (électronique rapide)

CHAPITRE 3

Area norm counts

Samples:
. —— AI(100) 4.1 keV
107 3 low-k non porous: 2.0 keV
low-k 10% porosity; 2.0 keV
Background subtracted
107 <
Pas de pores
10" 4
; grandes lacunes

\II“ ‘w IH Yy mm
me d\Wn\N li W.nnu “.ﬂ Mﬂ “ Mh \l l'| MN MN

Time (ns)
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F - Insuffisances de la théorie

e La mécanique quantique est incapable de décrire la création ou I’annihilation de
particules

mais a cause des inegalités de Heisenberg, on ne peut localiser une particule a
mieux que AX ~ 1/4mc sous peine de créer d’autres particules :

Ap > 1/ 2AX = 2mc = AE > 2mc?

e Le temps et les coordonnées d’espace jouent des rbles tres différents en
mécanique quantique (parametre/opérateurs), peu compatible avec la relativite

e On ne peut pas (facilement) prendre t comme un opérateur, sous peine de perdre
la notion d’état fondamental d’énergie minimale (exercice)
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e On peut alors prendre les coordonnées comme parametres

Les operateurs deviennent des fonctions des coordonnées d’espace temps
(représentation de Heisenberg géneralisée)

On obtient une théorie quantique et relativiste dans laquelle la physique est
décrite par des champs d’opérateurs de création et d’annihilation de
particules.

On fera une breve introduction a la théorie quantique des champs

e La construction de la théorie se fonde sur des principes de symetrie

W. Heisenberg

Antimatiéere




G-  Aretenir

e Definition et propriétés des matrices ¥

e Equation de Dirac (iy“0, —m)y =0

e Quadrivecteur densité de courant |* = J;f”w

e Solutions de 1’équation de Dirac (avec p, =+ p°+m?):

u, o-p ’
w(x*)=|(o-p | exp(—ip,x“) ; w(x*)=| e+m )" |exp(ip,x*)
e+m) ° u,

Relation impulsion / quantitée de mouvement en champ électromagnétique :
p=7+0A

e Rapport gyromagnétique / facteur de Land¢ de 1’électron g =2

e Propriétés de I’antimatiere

Principe de la TEP
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CHAPITRE 4 Particules et interactions

A - Interactions fondamentales

* Interaction électromagnétique
agit sur les particules chargees électriquement
responsable des phénomenes ¢lectriques et magnétiques, des liaison chimiques...

* Interaction forte
agit sur les particules contenant des quarks
responsable de la cohésion du noyau des atomes

* Interaction faible
agit sur toutes les particules
responsable de certaines formes de radioactivité

+ Interaction gravitationnelle

Non couverte par le modele standard de la physique des particules

Agit sur toutes les formes d’énergie

Extrémement faible, le plus souvent négligeable au niveau microscopique
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force

Interaction meédiateurs symbole | (a basse| charge
(spin 1) energie)
portéee
electromagnétisme | 1| photon Y a=1/137| électrique
sans longue
masse
Interaction faible 3| bosons W* W' | ow effectif | 1SOSPIN
faibles Z° ~10° faible
massifs courte
Interaction forte 8| gluons g... as ~ 1 couleur
sans courte
masse

CHAPITRE 4

« particules d’interaction »

Particules et interactions
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B - Classification des particules élémentaires

Un peu d’ordre dans le zoo des particules...

Particules élémentaires de matiere :

2 grandes classes

fermions de spin 1/2 Leptons Quarks
Insensibles a Sensibles a
I’interaction forte | [1’interaction forte
3 familles (?) Ve e u d
les antiparticules
portent les charges Vi H & .
opposées Vq T t b
charges electrique Q 0 -1 +2/3 -1/3
additives leptonique L 0 0
conserveées -
baryonique B 0 0 1/3 1/3

Les quarks s’assemblent pour former deux types de hadrons :
- baryons (trois quarks) - exemples : proton (uud), neutron (udd)

- mésons (paire quark-antiquark) - exemple : 7" =ud

CHAPITRE 4
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Deux grandes classes de particules élémentaires :

e Quarks :
particules elementaires sensibles aux interaction fortes

e Leptons:
particules élementaires insensibles aux interactions fortes

L’interaction électromagneétique concerne les particules portant une charge
electrique

Toutes les particules sont sensibles a I’interaction faible

Seule 1’interaction faible peut transformer la nature des particules :
e lepton chargé <> neutrino correspondant
e quark de charge 2/3 <> quark de charge -1/3
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Vocabulaire :

e Hadrons :
« particules constituées de quarks, les seules sensibles aux interactions fortes

e Diverses sortes de hadrons :
« Baryons, composés de 3 quarks
proton = uud ; neutron = udd ;
A° =uds: ©Q =sss:...
e Mésons, composés d’une paire quark-antiquark
pions: " =ud; n"=1ud ;
kaons: K*=us; K'=3d ;...
« Tétraquarks, composés de deux paires quark-antiquark
ccce, cucu, ccuu, ccud
« Pentaquarks, composeés de quatre quarks et d’un antiquark
uudcc
- Etats liés de gluons (« glue balls ») : encore hypothétiques, mais plusieurs
particules candidates observées
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Stabilité des particules

Les seules particules stables sont :
* I’¢lectron, le proton, et les neutrinos

* le neutron est stable dans certains noyaux
(noyau = état lie de protons et de neutrons)

Les autres particules sont suffisamment massives pour se désintégrer en d’autres
particules tout en respectant les lois de conservation...

Masse des particules en MeV/c?
e” | 0.511 | ve u 2 dl 5
Wl 106 |vu|<2x10®|C 1275 |s| 95
T | 1777 | v, t| 173500 |b|4200

plus de 10 ordres de grandeur !
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C - Lois de conservation

Lors d’une interaction entre particules ou lors d’une désintégration,
sont conserves :

e [’¢énergie et la quantité de mouvement
et donc aussi la masse invariante du systeme

e e moment cinétique total

e Toutes les charges additives :
(charge additive d’un systéme = somme des charges des constituants) :

- La charge électrique

- La charge baryonique
- La charge leptonique
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D - Dynamique des processus elémentaires

1) Evolution d’un systéme

Systeme decrit par H = H, (indépendant du temps) + H, (t) (perturbation pour t > 0)
Valeurs et vecteurs propres de ’hamiltonien non perturbé : H, | n) =E, | n)

t a, exp |Et/h K
On cherche : P, (t ):‘<m‘w(t)>‘2 avec Z i

Cette définition des coefficients a,(t) permet d’avoir a,(t)= constante si
H,(t) =0 comme on le voit dans les calculs qui suivent.
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Equation de Schrodinger :

|h2(a a)exp( ]| )= zk:a exp( Ej;tj(Ho+H1)|k>
<:>ihzk:akexp(—i#)k):;akexp(—i%‘jHJk)

On multiplie I'égalité par (m| ; on obtient :

iha_ _Za exp(—l(E hE )t)(m|H1|k> (1)

Si H,(t)=0, on trouve bien a, =0.
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Methode des perturbations :

On suppose |H, / Hy|<<1 et on pose H, = AW, avec A <<1et W,|~|H,|.

On cherche alors les coefficients a (t) sous la forme :
a, () =a,(t)+da, (t)+ 2%, (t)+...
La fonction d’onde est une fonction continue du temps, on doit donc avoir :

Condition initiale :
a, (0)=6,, quelle que soit la valeur de 4, et donc :

a,(0)=0sirx>1.

On reporte le développement en puissance de A dans 1’équation (1) et on égale les
termes de méme ordre en A, en allant jusqu’au premier ordre :

Ordre O :
ina, (t)=0
En conséquence, a cause de la condition initiale : a, (t)=0si m=n.
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Ordre 1 :
(E, —E, )t

in(Aa;,(t )Za exp(—l - J<m|ﬂ,Wl|k>

On s’intéresse aux transitions du systeme vers un ¢tat différent de 1°état
initial m=n :

inla;, (t Zak Jexp(—i(E, —E, )t/ n)(m|H,]|k)
=exp(-i(E,-E )t/h)(m|H1| ) (cara)(t)=0sim=n)
= Aa,, (t =—f exp(—i(E, —E, )t/ 7)(m|H,|n)dt
(constante d'intégration nulle car a, (0)=0si r >1)

On ne peut aller plus loin sans hypothéses sur H,
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Si H, est indépendant du temps :

-
P () =325, (0 - wzkm Am)f Si(TE( Ej ; i/)zth/)fh
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Partie cachée hors programme.

CHAPITRE 4
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2) Désintégration d’un systéme instable

. sin?| (E, —E, )t/ 2h ]
((Em _En)/Zh)z

1

P (t) - Z_ <m| H1|n>|

hZ

Taux de transition :

r=" 0 =5 L, )

.1sin’ [ (E, - E, )t/2n]
t ((E,—E,)/2n)

1
F:Z%|<m|Hl|n>|2 275 (E,, —E,) ‘

m

in’ / sin’
on utilise : = (x az)) — 5(X) = e i
a z(x/a) >0

en supposant 27/ (E, —E, )t <1: Y . P———

x=(E,-E,) eta=(2n/t)
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On passe a la limite continue : " = j%|{m| H1|n)|2 27 §(E, - E”)(;_I;dE

On suppose que |(m| H1|n>‘2est le
méme pour tous les états |m)(E, =E,)

On obtient la regle d'or de Fermi :

:2_”<

r m,E, = E,|H,|n)| p(E,):=1/7
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Remarques :

L’ état |m> est un état avec par exemple un ou des photons
H, : hamiltonien du systeme non perturbe
H, représente par exemple le couplage d’un noyau instable avec le

champ ¢lectromagnétique fluctuant existant dans 1’espace méme en
I’absence de champ extérieur ou de photons incidents

Pour une perturbation constante, il n’y a que desS transitions entre états
de méme énergie a ~ i/t pres
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partie cachée hors programme
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3) Loi de désintégration exponentielle

* On observe que la désintégration d’une particule ou d’un noyau instable (dans
le cas d’une source radioactive) a la probabilité /7'dt de se produire pendant une

durée dt infinitésimale, ot / est indépendant de t.

 Alors, si la source est présente at =0, la probabilité P(t)dt qu’elle se désintégre
entre t et t+dt est égale au produit de la probabilité qu’elle ne se soit pas
désintégrée avant par la probabilité qu’elle se désintegre dans ’intervalle de
temps dt suivant :

P(t)dt = (1— [ P(u)du)xfdt = P(t) = I'e”"" (pour avoir : [ P(t)dt =1)

« La durée de vie moyenne (« temps de vie ») est alors : 7= (t) = _[OootP(t)dt =1/I

» Evolution du nombre de particules : dN = —N E: N(t) = Ne""
T
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4) Distribution de Breit-Wigner

Soit une particule instable de temps de vie 7=1/T" créée a I’instant t =0.
La probabilité de présence a ’instant t est exp(—I't).

Plus généralement, un systéme stable d’énergie E, est decrit par une fonction
d’onde y (t) =y (0)exp(—iE,t).
On peut donc legitiment modéliser un systeme instable par :
w(t) =y (0)exp(—iE,t)exp(-T't/2) de sorte que : ‘w(t)‘z :‘W(O)‘Z exp(-Tt).
Alors, en prenant la transformée de Fourier (avec y(t)=0si t<0):
o0 _ Iy (0
7 (8) = [ TeliE (a0
w est la superposition d’ondes stables d’¢énergic E avec le coefficient

F (E)I27 ; W(t):%jj:exp(_iEt)ﬁ,(E)dE

La probabilité de mesurer 1’énergie E est o ‘]{//(E)‘ =
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C’est une distribution de Breit-Wigner non relativiste :

EI ’ ’ T T ! T 'H' T T T T T T T T T T |_
0.6/ .

0.5/

0.4} -

03'_ H.J'E“'

Densité de probabilité

0.1}

T 5 0 s 10

(E-E)IT

L’énergic d’un systéme instable est définie a ~I" pres.
(I" est la largeur a mi-hauteur de cette distribution, qui a une variance infinie).
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5) Section efficace d’interaction

Soit N particules incidentes sur la surface S d’un matériau présentant une densité
volumique de cibles n.

Soit dN.

Int

le nombre de particules qui interagissent sur la distance dX.

La section efficace d’interaction o des particules incidentes sur les particule cibles
est définie par :

dN..  =ox < x ndxS < |[dN. =oNndx
nombre d'interactions nombre de cibles
nombre de particules dans I'épaisseur dx
incidentes par unité de surface

nombre d’interactions par cible : : ,
o = - o aladimension d'une surface

nombres de particules par unité de surface
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: \ densité de cibles : n=N_/ Sdx
Particule ¢

. @) : 2
incidente section transverse par sphere : 0 =7 R”
° > O
@)
@)
S |edx
@)

La denomination « section efficace » vient de I’analogie classique ou les particules
Incidentes sont des points matériels sans interaction a distance arrivant
uniformément sur un matériau de surface S et les particules cibles des spheéres de
rayon R (et donc présentant une section o =zR* orthogonale a la direction des
particules incidentes).

La proportion de particules incidentes qui frappent une cible est donnée par le
rapport de la surface obstruée par les cibles sur la surface totale:

P N. . _ N_7R? _ nSdxzR?

N S

= ondx
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e Le nombre N de particules du faisceau incident n’ayant pas interagi varie donc

comme .

1

dN :—N% avec (A =—

No

dN =—-dN, , =—Nondx = N =N,exp(—nox)=N,exp(-x/A1) soit:

: longueur d'interaction ou libre parcours moyen

Démonstrations :

e Soit P(x)dx la probabilité qu’une particule interagisse en X et X+dx :

1

P(x)dx = (1— jox P(u)du)x % = P(X) = ze-xM (pour avoir : jo‘” P(x)dx =1)

e La longueur moyenne parcourue avant d’interagir est alors :

(X) = j: xP(x)dx = A
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Section efficace partielle :

e Si plusieurs réactions sont possibles, la section efficace totale est la somme des
sections efficaces partielles :

o= o, etdonc: %:Z%

e Exemple: e+p—oe +p diffusion élastique o,
e+ p — e + autres particules diffusion inelastique o,

e Lorsque la particule initiale disparait on parle de section efficace d’absorption et
1

n(Tabs

de longueur d’absorption : A, =
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E - A retenir

Tableau des interactions

Tableau des particules élémentaires

Lois de conservation : E, p,m,J,Q,B,L

Regle d’or de Fermi :

Temps de vie, loi de désintégration exponentielle : N = Njexp(—t/7)

dPn_” (t) B 27T

dt

—[(m.E, = E,[H,|n)[ o(E,)=1/7

Section efficace d’interaction : dN., = Nondx

Longueur d’interaction ou libre parcours moyen : A=1/on
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CHAPITRE 5 Un soupcon de theorie quantique des champs

A - Opérateurs de création et d’annihilation

1) Oscillateur harmonique

Rappel : H L i tmex 5 A = A imex
2 2 2m 2
1 MaX
Valeurs propres : (n+§)ha) ; vecteurs propres : ¢ (X) avec (po(x):Cexp[— o j
X = /mwx,p 1 = p=-] /iﬁ
Mowh M OX

X —iP + |

al = 7% : opérateur de créationa’p. =/n+1p
| {a, aT] =1d

a= X +1P . opérateur d'annihilation 8¢ =V +1p,

72 ~0

H :(aTa+%jha) ‘afa=N: N, =ng,
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2) Champ scalaire

Supposons qu’un systéme soit décrit par une fonction d’onde réelle ou « champ »
2
vérifiant 1’équation de K-G : — %tl’zu =—Ay +M’y

Le champ est dit scalaire car, si x— x' par transformation de Lorentz, alors
l//'(X'):w(X) est aussi solution de I’équation de K-G dans le nouveau repere

(exercice). On verra plus loin qu’il décrit une particule neutre.

Les solutions peuvent s’écrire comme une superposition d’ondes planes :

3 t E —
(aB exp (—ipx)+ aB* exp(ipx)) avec X = [;(] p= (B] et E =+ p2 +m?

d”p
v =[—
(277) 2E
On promeut alors i en operateur hermitien en remplacant les coefficients a et aﬁ*

—

par les opérateurs a; et leurs adjoints aBTvérifiant les relations de commutation :
2 I
[aﬁ,ag]:(Zz) 2E53(p—k )Id ; [aﬁ,aﬁ]zo ; [a{,a{]zo
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Remarques :

—

3

d”p

———est Invariant par transformation de Lorentz.
(27[) 2E

a) L’¢lément d’intégration

En effet :

Une transformation de Lorentz peut étre décomposée en une rotation et une
transformation spéciale. L’¢lément d’intégration est invariant par rotation.
Prenant une transformation spéciale suivant I’axe X de rapidité £2, il vient

{ p, = p,' = cosh Q2p, —sinh QE,

E, — E', =coshQE, —sinh 2p,

p, = msinh® N E'lsz_OSh(@_Q)jdpl:dpl:d@
E,=mcosh® | p,=msinh(60-02) E| FE

Ce qui montre que 1’¢élément d’intégration est invariant.

E12_p12:m2<:>{

b) Le facteur de normalisation des opeérateurs introduits va permettre de retrouver
les relations de commutation canoniques entre coordonneées generalisées et leurs
conjuguées.
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B - Espace de Fock

Il faut définir ’espace de Hilbert sur lequel agissent ces operateurs !

On suppose dans un premier temps qu’on travallle en Volume fini. Alors les
impulsions sont quantifiees et on peut les numeroter p1 p2 p,,

On postule I’existence d’un état « vide » |O> tel que :
Vp; a_ [0)=0 (etdonc (Ola ' =0)

On définit les états normalisés notés [N)=|n,,n,,...) comme les états a n, particules

d’impulsion 61 , N, particules d’impulsion BZ ,... completement symetriques par
echange de deux particules.

On définit les opérateurs de création aﬁpdr et leurs adjoints a opérateurs
j ]
d’annthilation par :

aBjT|N>:\/m‘nl,n2,...,nj +1,...> et aB,- ||\|>:{\/”71‘”1,n2,...,nj —1,...> Si n; >0

0 sinj:O
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La représentation matricielle de ces opérateurs pour un Bj donné montre qu’ils
sont bien adjoints :

0 0 0 0 0 V1 0 0 ..
J. 0 0 0 0 0 2 0 ..

a":1 0 +2 0 0 a:|o 0 0 3 ..
0 0 3 0 0 0 0 O

On montre (exercice) que (N|M)=0= N =M

L’espace de Hilbert des états, appelé espace de Fock, est 1’espace engendré par
|0) et tous les états |N).

Par construction on a : [aﬁ al }:5” d
i i
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Les opérateurs ainsi introduits sont similaires aux opérateurs de creation et
d’annihilation de 1’oscillateur harmonique.

En particulier I’opérateur aB-TaE compte le nombre de particules d’impulsion E,— :
]

a; 'a; [N)=n;[N)

Quand on passe a la limite continue sur les impulsions (ou V — ), les opérateurs
sont renormalises de facon a avoir la relation de commutation :

[aﬁ,aE*J =(27)’2E5° (B—E ) d

On va interpréter les operateurs a{ et a; comme des opérateurs de création et

d’annihilation de particules d’impulsion p.
Toutes les observables pourront s’exprimer en fonction des aEiT et a.

Remarque : par construction, on a [aﬁ,ak.]z[apf,ak.*]:o, le principe de
symetrisation de Pauli est ainsi satisfait.
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C- Rappel du théoreme de Noether
e Principe de moindre action : S = Ltl L(t, X.,V.)dt extrémale

equations de Lagrange o _dfa
— =
| X T dtl v
Exemple : particule non relativiste dans un potentiel :
o1 _ d{oL) oL d(mv .
L(X,V)==mv* -V (X) ; —|=— ( ):—VV
2 dt\ ov. ] oOX dt
e A toute invariance de 1’action par un groupe de symétrie & un paramétre réel
correspond une quantité conservée au cours du mouvement.
Exemple : L independant de t — conservation de 1’énergie au cours du mouvement

) — ¢quations du mouvement

a_da
N NO% dtov,
dL:\@/+Z oLdx  oLdv ) ——d iy
dt Lo\ 4\ ox dt ov dt dt 5\ oV,
— H = (pi Vi — L):lmv2 +V (X) = constante, avec : Vi :% et p. :=8—|:
i 2 dt oV
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D - Principe de moindre action géneéralisé

On généralise le lagrangien quantique dans 1’espace-temps relativiste :

lagrangien L(X,V) — densité de lagrangien L(y,0,_,,5¥)

S = _[Ed“x extrémal donne : %—a oL

oy “ 8(8#1//)

= 0 | (attention, il y a sommation sur l'indice répété)

La densité de hamiltonien est donnée par :
H=n(x)0pw—L

ou 7z (x)

est la variable conjuguée de la « coordonnée » généralisée .

0(0ov)

On verifie (exercice) que H =j’}—(d3x est conservee au cours du mouvement si on

suppose que 1’action est invariante par translation dans le temps.

L’étude d’un systéme passe par la détermination de sa densité de lagrangien.

CHAPITRE 5  Un soupcon de théorie quantique des champs 128



Démonstration des équations de Lagrange genéralisées

S(w,0,w) = j: £(w,ayz//)d4x extremal pour

Soit: y(x) =y, (X)+n(x)de etdonc: 0,y (X) =0 ,w,(X)+0,n(x)de

avec 7(x) =0 partout a la frontiere du domaine d'intégration
ds xz[aﬁ oL

4
o a<aﬂw>aﬂ”]“
Cpeloc | oc T 0 4
s sl

dS = 0 pour toute fonction 7(x) = S_ﬁ_a“[ oL J: 0
174
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E - Relations de commutation a temps égaux

La densité de lagrangien de 1’équation de K-G s’écrit :

1 1
L. ==0 wd"y —=my’
KG 2 ,uw W 2 W
Preuve :
0Ly - my
3 v
0Ly 0 { w } 1 1
= oy |==0"w+—=0"y =0"
o(o,w) o(o,w)2 “"”VZ;" 20 VTt
oL 0°
=0 e =0 0"y =—y—-Ay
o(ow) ot?
On obtient finalement avec les equations de Lagrange
2
e -0, e =O<:>—al’2”:—Al//+m2l//
oy é(0,v) ot
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Le moment conjugué de la coordonnée géneralisée ¥ est .

_ 9L o
7(x)= (o) =0y

Calculons alors le commutateur a temps egaux :
[w(t, i)ﬂ(t ?)} = ...démonstration ci-dessous... =i5° (52—?)

On obtient ainsi les relations canoniques pour des variables conjuguées :

Classique : {g;, p;} =5},

Quantique : [qi, pj]:iéij
Champ d’opérateurs : [w(t,i),ﬂ(t,y)} = i53(§—9)
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Détail du calcul

34 3L

w(t,i),ﬂ(t,y)}:b’ d°p (aﬁexp(—ipx)+a{exp(ipx)),j

(277)32[) (_iko)(ag exp(-iky)-a, exp(iky))}:

(27)’ 2k,
d’p dk

— —

(27)°2po5°( ) ~(27)%2pp%(pk)

[
J
[<><> ] el [3] <>}

3

= [0 P(ip)(~(2po)(2) exp(-ip(x - )) - (2p,)(2%) exp(ip(x - y)))

((27)2py)
. '[(Zd;)g 2i(exp(—ip(x —y))+exp(ip(x - y))) . i53(;< —f/) carx, =y, =t
pour cette derniére égalité on a utilisé : J-(gj)g exp(iﬁi) _ 58 (5&)
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F - Hamiltonien de Klein-Gordon

La densité d’hamiltonien de I’équation de K-G s’écrit :

= %(801//801// + (%w)z + mzl/lz)

H=nmnoy-L_,= 801/1801// - L.,

H = _[d3xH — ... voir calcul ci-dessous... =

jd%p{ %%

(27) 2p,

Appliquons par exemple H & 1’¢tat a'|0) (exercice) :

HaBT\O>=jd3Rk0

= [d3kk,

aqTaa
KK

(27)> 2k,

aR.T (27z)3 2p,8° (E - p)

i 150
2

(27)> 2k,

(%)

aBT\O>=jd3Rk

L2(e)

aﬁTaA

K

0 (27[)3

k_a_tlo)+ a3k, =6°(0
2k, P i

On trouve 1’énergie de la particule plus un terme infini (5° ( ) Vv /( ) )

Ce terme est aussi €gal a 1’énergie de 1’état vide |0>
On ne peut mesurer les énergies que par rapport a cet état.
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Démonstration

—

_ | | d3k _ | |
d Xa 80 d X —j [aﬁe—lpx_aielpx} —Ik aqe—lkx_ajrelkx —
J. Ow l// J. J‘ 27[) 2 po ( pO) p 5 J.(27z_)3 2k0 ( 0)|: k K :|
—i(p+k)x i(p+k)x —i(p-k)x i(p—k)x | _
J'd XI ZpOJ‘ " )[aﬁaﬁe P ralale'™ —aale P —ala et J_

I (27(:) 2 D, 2 ; SR )[aﬁa—ﬁe_mpot +aa o™ -aa’-a'a |
0

On a utilisé ci-dessus la représentation de la distribution de Dirac :

[d*xe™ =(27)" 5° (k)
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—_—

(ip)[ae ™ —a,'e™ | (2:)33k2k0 (ik)[ae™ ~a,e™ ] =

d’ X 3k ER aaaae—i(p+k)x_i_ajajei(mk)x_aaaje—i(p—k)x_ajaaei(p—k)x _
(27) 2pO (27) 2k, o Pk Pk P

Iﬁ(w) S

—

2|Oo

aa e™t+afa '™ @daald aﬁaa]
p p -p p p p P
. . d®p y . dk

Id3xm2w2 = j'd3xm2 P [aﬁe P +aﬁe"°XM(

: : 27c) 2k,
_fd Xm f

I(z d) 2 ; rg [aﬁa$e 2IPot 4 a{a_{e2i|00t + aBaBT + a{aa]
T Po 0

[ake ta. Te'kx]

d°k : it i(p—
I [a q.e (PHOX o g Tal(pHIX | o o Ta-i(pk)X | 5 To ailp k)x]:
(2 p ok pk Pk

2|o0 ) 2k, - P
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Il vient finalement :
—

nolp_ e 1

2 (27[) 2P, 2

[
(- po)[aﬁpaﬁe B +agTa_—pTe2ip°t

{( R |

—a.a.'—afa. } +
p p p p

o

[aaaae ot g Ta fe +aaaj+aﬂ“aa]+
p —-p p -p p p p p

Po
2
m [aa a e’™ +a.a 'e™ +a.a."+a.a ]
pO p p p p p P p P
] J
d*p 1 . a'a. 1
—H = —p aaaﬁ+afaa d’pp PP 1Z5°(0
J.( ) 2p0 0|: :| I 0 (272_)32p0 2 ( )
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G- Champ de Dirac

1) Relations d’anticommutation

On a vu au chapitre 3 que les solutions en onde plane de I’¢équation de Dirac sont
des superpositions des quatre solutions suivantes :

ua
v, (x") = [5.6 j“ exp(—ip, X" ) avec p, =+/p’ +m’
s+m)°

2 2

o p
= u
et w,,(x") = £g+m] " |exp(—ip,x* ) avec p, =—y/p*+m
u

b

1 0
ou:u =y 0uy,etu =d oud, avec%:CI)z:(O) et;(2=®1:(1j
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On notera aussi que

c-p
Vs, (X") = [5+m

U,

u - .
] " exp(lpﬂx”) est solution

si on prend p, =+ p*+m’

Dans toute la suite on notera exclusivement p, la quantité +,/p* +m?

CHAPITRE 5
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On pose alors :

X1 X2
ul(B): [p, +m - p ;UZ(B):«/pO+m - p
E+mM 4 E+m &

Gp Gp
vl(f)):\/po+m [5+m}@1 ;vz(ﬁ)z\/po+m g+mjczjz
D

1

noter le changemevnt de signe sur p

On a introduit un facteur additionnel de normalisation (\/p,+m) qui permet
d’avoir les identités (exercice) :

uiT (B)uj (B) =2 poé}j ; ViT (B)Vj (B) =2 poé‘ij ; Uﬁ (B)Vj (_B) =0
appelées « relations d’orthogonalité sur les spineurs »

Les indices 1,2 repérent 1’état de spin (exercice).
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Alors :
y(x) = j

T 2 " LZ::(bB’iu‘ (B)exp(—ip#x“ )+ d” Vv (B)exp(ipﬂx” ))}

est solution de 1’¢quation de Dirac avec :

py =+ +m°

et par construction :
(7*p,—m)u*? (B) =0
(7/” p,, +M)VvH? (6) = O

-~
signe + a cause du changement
-p, enp, dansl'exponentielle
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Passage en opérateurs comme pour le champ de K-G ?

Probleme ! la construction de 1’espace de Fock ne peut étre la méme
1’équation de Dirac décrit des fermions, qui obeissent au principe de Pauli.

On ne peut pas avoir plus d’une particule dans un état d’impulsion et de spin donné.

Solution : on impose des relations d’anticommutation aux opérateurs :

b, b T =(27) 2E5° (p-k )o;1d ; fb; b 1=0 ; {b, " *1=0
do e 1 =(272)2E8° (p-K Joyid 5 {dg,.d }=0 ; {d;f.d; f}=0

K,]j p,i K,]j

Avec : {A, B
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Montrons que cela réesout le probleme :

b, '10)=10.0...1...

b, 'b, '[0)=~-b, 'b, '|0)=0

a cause des relations d’anticommutation commutation

On ne peut donc obtenir d’état a 2 particules de méme impulsion et de méme spin.
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Partie cachee hors programme

CHAPITRE 5  Un soupcon de théorie quantique des champs 143




2) Hamiltonien de Dirac

On verifie facilement que la densité de lagrangien (exercice) :
L(l//,aﬂl//,t/ﬁ,ﬁﬂyﬁ) = z//(iy“aﬂ —m)l// =y'y’ (iy“@ﬂ —m)l//
conduit par le principe de moindre action géenéralisé a I’équation de Dirac.

Remarques :

e Comme y n’est pas hermitique, £ est fonction de v,d y,y",0, p'

e Ce lagrangien n’est pas hermitique mais ET—E:—Ziaﬂ(J;/“z//) est une
divergence pure et ne contribue pas a 1’action
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La densité d’hamiltonien s’écrit :

() oy + I (v ) o' — L =iy o

(L s'annule si w Vvérifie I'équation de Dirac !)

et le hamiltonien :
H :jd3;((iw760w)

Tous calculs faits on trouve :

2

H:j(
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Détail des calculs

H_

7 2m, {i(ba Tu'T( )exp(ipﬂx“)+ d v (B)exp(—ipﬂx“))}

|jd xJ' d’ p 2

—ik, ) {i(b u ( )exp( |k#x”)—dﬁ,fvj(E)eXp(ikyXﬂ))}

J

d°k
g (27) 2k

. , - . 3
lintégrale sur x donne une fonction & sur les impulsions et un facteur (27)"
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les relations d'orthogonalite sur les spineurs donnent un facteur 2 p,

et une fonction o sur les spins :

N N TR e
(27) 2po 200 P~ & ior | =) gy Pol &0 P T i

Grace aux relations d’anticommutation, il vient :

ds_’ 2
[ Bl 0 04520
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Les antiparticules sont créées par les opérateurs d".
Elles ont dans ce formalisme une contribution positive a 1’énergie, comme il se

doit.
Sans la relation d’anticommutation, il n’en serait pas ainsi.

La relation entre le spin et la statistique apparait comme une necessite.

On retrouve un terme infini qui donne une énergie infinie (négative) a 1’état vide.
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H-  Aretenir

e Equations de Lagrange généralisées : %—a = =0

oy "o(o,v)
e Opcrateurs de création et d’annihilation :

— Relations de commutation pour un boson
[aﬁ,aRT]:(Zn)32E53(B—R )Id ; [aﬁ,aﬁ]:O ; [a{,a{]:o

— Relations d’anticommutation pour un fermion
tb,.b, "I =(27)'2E8° (p—k )oyd 5 b, b, 1=0 ; {b, "h, "}=0

pi' Kk, j p.

d,d, Th=(27)2E8°(p—k )oyld 5 {d,.d, }=0; {d "d, "}=0

—

e Champ scalaire neutre : y/(x)= | ; )32 [(aﬁexp(—ipyx”)ﬁLaTgexF’(ipuXﬂ)ﬂ
7T) P

e Hamiltonien de Klein-Gordon :

¢ dp - Dy T
" _I(zn)32po o apm
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e Champ de Dirac :

)-8 0,0 (3ol 07+, (Joo(in.c )

27[) 2P,

e Relations d’orthogonalité sur les spineurs :

0 (5)0(3) =203, ()0 () =2, (3] (-5) -0
(0, (5)-0: 75, m)e(5) -0

e Hamiltonien de Dirac <> relation spin-statistique

d3“ 2 — D, =
H = _[ (27[)32 0, poizzll(bﬁ,iT bB,i T dﬁ,iT dﬁyi )
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CHAPITRE 6 Interaction electromagnétique
A - Rappels

Equations de Maxwell :

0
€y Lo
560 V-B=0 )
] = —danslevide: <g . gE oB
S = OB " \WWVAE=——
VAE=—— ot
A 1 0E
— = - 1 8E ﬁAé:T_
V/\B:,uoj+—2— \ ct ot
c” ot
~ =, 0A
: : : . - B Vv E=-W -—
— on introduit le quadripotentiel électromagnétique : A” = X L] ot
B=VAA
L L ) _ V -V'=V +%
E et B inchangés par changement de jauge : - ot
Ao A=AV
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B - Lagrangien électromagnétique

d (]/m\7)
dt
découle du principe de moindre action appliqué au lagrangien : L = —-mv1—v? + qv.A—qV

R

La force de Lorentz : F = q(E+\7/\§) =

(exercice)
Peut-on trouver ce lagrangien par un principe genéral ?

Dans le cours de théorie des champs, il a été obtenu en construisant le lagrangien
a partir de I’hypothése que 1’interaction était représentée par un quadrivecteur

(>SS, = —K_[ A, dx* pour étre invariante par transformation de Lorentz).

Peut-on faire encore plus général ? On va voir que la réponse est oui.

Cela nécessitera d’introduire la notion d’invariance de jauge « locale » ...
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Dérivation force de Lorentz cachée
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C - Conservation de la charge pour les fermions
La densité de lagrangien conduisant a I’équation de Dirac L:z,i(iy“aﬂ —m)z// est

explicitement invariante par changement de phase :

v'=ype™ = "=y (invariance de jauge)
ou pour une phase infinitésimale d@
v'-w =0y =—iqudl ety -y =0y =+iqupTdo

Oy'-0,y=560,y=-iq(0,y)d0 et oy "-oy' =50y =+iq(o,y")do
Il y a donc une quantité conservée correspondante (Theoreme de Noether)

e On écrit I'invariance du lagrangien sous cette transformation :

O=5£:%5w+ oL 58ﬂw+a—£,r&/ﬁ+ oL

oy 6(6ﬂw) oy 8(6ﬂwT)

58ﬂtﬂ

e Et on utilise les equations de Lagrange, on obtient :
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5L =-iqdo aﬂ[[

0, (—ig)(wiy“y -0

j,U

H H*:

=0etpour Q= jjod X ona Q _[Jodx _[dex 0

i—

e On trouve une densité de courant qui vérifie I’équation de continuité et donc la
charge correspondante est conservée

Q est opérateur qui donne la charge de I’état sur lequel il est appliqué

En effet :
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Q=afd*xyyoy =q[d*xy 'y =

q.[d xj = ;po {i(bﬁfuﬁ (B)exp(ipﬂx“ )+d v (B)exp(—ip#x“ ))}

xj( d3k {i(bﬁijuj(R)exp(—ikﬂx”)+dﬁ,ijj(R)exp(ikﬂx”))}

272') 2k, | i

- N . . . 3
I'intégrale sur x donne une fonction ¢ sur les impulsions et un facteur (27z) ;

b, (8130, 0/ (5)+ 2, v (5)24,, v (7)
+Zb Tu'*( )JZZ;d ;. ( B)exp(ZipOt) .221: ( )ibﬁ u ( )exp( 2ipt)
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les relations d'orthogonalite sur les spineurs donnent un facteur 2 p,
et une fonction o sur les spins :
d36 { 2 2 dg_lii 2
=( baidfbai+ d“idwﬂ:q balqu +> d.d.
I(27z)"’2pO Z;‘ e 21: P J(27z)32pO Z Z i
Grace aux relations d’anticommutation, 1l vient :

e

d3 2 — —
0-af S5 Sb, 1, -a, ) zafe’ (g

On retrouve un terme infini qui donne une charge infinie a 1’état vide, qu’on
ignorera.

Cet opérateur compte le nombre de particules de type b moins le nombre de
particules de type d, le tout multiplié par q, la charge de la particule b.

Remarque : la normalisation absolue n’est pas fixée, elle le sera lors du calcul explicite de processus.
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Interpreétation

Les particules de type b et d vérifient la méme équation de Dirac, elles ont la méme
masse. Si on interprete g comme la charge des particules b, les particules d ont la
charge opposée : elles sont leurs antiparticules !

Encore faut-il justifier que g est bien relié a la notion de charge !

C’est I’objet de la section suivante.
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D - Invariance de jauge locale

On souhaite modifier le lagrangien précédent de fagon a ce qu’il soit invariant par
un changement de phase dépendant des coordonnées.

—iga(x) +igh(x)

v =ye oy =yle
ow'= (8ﬂ1//)e_iq‘9(x) —iqy (@ﬂg)e—iqﬁ(x)
o,w o (aﬂl/ﬁ)enqe(x) +igqy' (8ﬂ0)e+iq0(x)
6L =00, 0yy"y =0,0.)" #0

On retablit 1’invariance en introduisant un nouveau champ Aﬂ(x) hermitique
commutant avec y et ' et une dérivée covariante :

0,—>D,=0,+I10A,

Si lors du changement de phase, le champ A, se transforme par :

A, —>A'=A+0,0

alors I’invariance du lagrangien est rétablie.
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Démonstration

L=y(iy"D,—m)y avec D, =0, +igA,
w —> ' =exp(-igf)y, ou O est une fonction des coordonnées d’espace-temps,
et A, > A =A,+3,0}

Par transformation de jauge :

v — ' =exp(iqd)y

8w —(0,w) =exp(-iq)d,y —ieexp(-iqd)yd 0 .

La densité de lagrangien avec la dérivée covariante s’€crit :

L=y (iy"D,—m)y =y (iy"6, —ayr" A, —m)y = @iy"d w —auy“y A, - My
Par transformation de jauge :

[ = |q9w|7 ( |q0 ﬂw Iqe|q0w8 9) qelqé’ |q91//(A . 9) |q0We|q¢9w
=t/7|7”8ﬂw+w-qw wA, —W—mw
=L
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On voit qu’un terme d’interaction s’est ajouté au lagrangien libre de Dirac :
—Quy'y A, =]-A-pV

C’est exactement le terme qu’il faut pour décrire I’interaction électromagnetique
et obtenir la force de Lorentz (la charge est remplacée par la densité de charge car
on est parti d’une densite de lagrangien et non d’un lagrangien).

Enfin, on note que la substitution: 6, - D, =0, +igA, donne la relation :
7= p—0gA que nous avions adoptée pour le principe de correspondance :

(P —iV < p’ e —id; =—i(D, -igA; ) =—iD; —gA,; =—iD; +gA! < p =7 +dA)

En conclusion, la forme de I’interaction électromagnétique a été obtenue en
Imposant une invariance de jauge locale au lagrangien libre de Dirac.

La transformation de jauge est la multiplication par une phase complexe exp(i@).
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Interaction electromagnétique des bosons.

A faire en exercice.
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Interaction electromagnétique des bosons.

A faire en exercice.
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Interaction électromagnétique des bosons.

A faire en exercice.
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Interaction électromagnétique des bosons.

A faire en exercice.
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Interaction électromagnétique des bosons.

A faire en exercice.
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Interaction électromagnétique des bosons.

A faire en exercice.
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Interaction électromagnétique des bosons.

A faire en exercice.
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Interaction électromagnétique des bosons.

A faire en exercice.
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Interaction électromagnétique des bosons.

A faire en exercice.
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H - Propriétés de I’interaction électromagnétique

L’intensité de 1’interaction électromagnétique est caracterisée par la charge
elémentaire e.

On verra que dans le calcul des taux d’interaction ¢’est la quantité €* qui apparait.
La quantité sans dimension qui caracterise I|’interaction ¢lectromagnétique
s’appelle la constante de structure fine (exercice) :

e 1
Azehc 137

o

Notons aussi que la transformation de jauge du quadrivecteur potentiel qui ne
change pas les champs électrique et magnétique est bien connue !

| vi=v+ 2
A=A 00
A= A-V0
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| - Photons

Le lagrangien doit étre compléeté par le terme cinétique pour les photons, vu en
theorie des champs classiques :

L =—%FWF“V ou F* =" A" — 3" A

/4

Il est immédiat de veérifier que ce terme est invariant par transformation de jauge
locale telle que définie pour A“.
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G- Brisure spontanée de symétrie

1) Introduction

e On ne peut pas ajouter un terme de masse —%M *A, A“ pour la particule décrite

T ;
par A, (le photon) dans £=(6,v) &y —m’y'v — A j* -’ A Ay'y + L,

sans briser I’invariance de jauge (A, > A’ =A, +0,0 )

1 T
(rappel terme de masse K-G : _Emzwz , on le generalise pour A )

e Ce n’est pas un probléme pour le photon, mais on aura le probléme avec
I’interaction faible pour les bosons W et Z et méme pour les fermions !

e On donne ici une version simplifiée du mécanisme de Brout-Englert-Higgs
(mécanisme BEH) du modele standard permettant de donner une masse aux
particules sans briser I’invariance de jauge, qui repose sur la notion de brisure
spontanée de symeétrie.
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2) Potentiel de Higgs

On repart du lagrangien libre : £=0 0"y —m’y'y y
On remplace le terme de masse m’y 'y par le
potentiel : Vv (l//,WT) = ,ul//Tz//+ﬂ,(le//)2 (1>0)

En posant p ="y, V devient une fonction de p

Etat fondamental pour V minimal : U* )
P = 0 si o> 0 Re{W) \;\nﬂg“~-.\\,-";—200
p=—ul2Ast u<0

— Infinité d'etats d'eénergie minimale, un pour chaque valeur de la phase de ¥ .

Aucun ne respecte l'invariance globale du lagrangien : phase fixee
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On dit qu'il y a brisure spontanée de symétrie.

Situation trés courante :

e un mateériau ferromagnetique brise l'invariance par rotation puisque son
aimantation définit une direction privilégiée

® une barre verticale qui supporte un poids flambe dans une direction donnée,
alors que le systeme est initialement symetrique autour de I'axe vertical.

On définit le « vide » comme un état d’énergiec minimale

Avec un tel lagrangien le vide correspond a une valeur non nulle de v : y,
On pose y, =v /2 avec v=.—ulA eton réécrit wsous la forme :

v (%) =%[V+§(X)+iz(><)]-
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Alors :
1 1

L= Eaﬂ 20" Z+Eaﬂ§aﬂ§—zv2§2 - Ve (7 +.§2)—%( 4 &£ )2 + constante.
C’est le lagrangien d’une particule de masse nulle ( y) et d’une particule de masse

V2Av® (les trois premiers termes) en interaction (les deux derniers termes).

On reprend le lagrangien electromagnétique

L= (@lt//)T o'y —miy Ty — A - quﬂAﬂl/lTl/l + L,

en remplacant le terme de masse par le potentiel de Higgs V et on se place dans
une jauge ou y est réel pour simplifier I’expression du lagrangien :

p(0=[ven00).
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Il vient ;

L= Ey +

1 ,7@#,7_1(2,1\,2),72 A j“+ l(qzva A) —3/1774—/1vn3+5q2A A“(2vn+1?)
2" 2 o 2 )4 2 a

boson scalaire massif terme de masse

Outre L, et des termes de potentiel et d'interaction, on reconnait un boson vecteur

massif A, de masse qv, et une particule  de masse V2Av?, c'est I'équivalent du
boson de Higgs des interactions faibles.

En théorie des champs, une particule est une excitation d'un champ d'opérateurs :
le boson de Higgs est une excitation du champ de Higgs. Les particules massives
acquierent leur masse par leur interaction avec le champ de Higgs, parce que celui-
ci n'est pas nul dans le vide.
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H-  Aretenir

e Notion d’invariance de jauge globale et locale
e Construction de I’interaction ¢lectromagnétique :
o Deérivée covariante : D, =0, +igA,
o Transformation de jauge du champ de jauge : A > A' =A +0,0
e Constante de couplage de I’interaction électromagnétique : o =1/137
e Notion de brisure spontanée de symetrie : principe du mecanisme BEH pour

génerer la masse des particules tout en préservant 1’invariance de jauge du
lagrangien
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CHAPITRE 7 Diagrammes de Feynman

Il s’agit dans ce chapitre de montrer comment on passe du formalisme introduit au
chapitre precédent au calcul concret de taux de desintégration et de sections
efficaces d’interaction.

A - Représentation en interaction

L’évolution d’un systéme peut étre représentée de differentes facons.

- représentation de Schrodinger
Les operateurs sont indépendants du temps, la fonction d’onde varie

s = Hys =
si H indépendant du temps : y (t) =exp(—iHt)ws (0) =  Ug(t,0)w,(0)
définition

- représentation de Heisenberg
Les operateurs dépendent du temps, pas la fonction d’onde

v, =W (0)=exp(iHt)y; (t)et on définit pour A indépendant du temps :
A, (t)=U, (1,0)" AU, (t,0) =exp(iHt) Aexp(-iHt) = iA, =[A,,H] ; H, =H
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- représentation en interaction : un mixte des deux représentations precedentes
On décompose le hamiltonien en deux parties :
H = H,(hamiltonien "libre™) + H.  (perturbation)

int

On définit : y, (t)=exp(iHyt)ys (t) =iy, (t)=H,,, (t)w, (1)
avec H,,, (t):=exp(iHyt)H,, exp(-iHt)

int

Noter que si H,, =0, y, (t) est constant.

On deéfinit pour tout opérateur A en représentation de Schrodinger sa
représentation en interaction par : A (t):=exp(iH,t) Aexp(—iH,t), de sorte que :
pour tous ¢ et v, :

(o5 | Alys) =(o | A lw))
Alors @ iA (t)=| A (t),H, | si A ne dépend pas du temps.

L’évolution des opérateurs est déterminée par le hamiltonien libre.

Noter que H,, = H,.
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La représentation en interaction est introduite pour permettre de calculer
I’évolution d’un systeme en considérant 1’interaction comme une petite

perturbation du hamiltonien libre, dont on suppose qu’on connait les états propres.

C’est dans cette représentation que nous nous placerons dans la suite.
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B - Serie de DYSON
On cherche U (t,t,) tel que z//, (t)=U(t,t,)w, (%)

d tt
On a . (;:I = HIint%”l (t) (gt 0) Hlth( )
D’ou :
U (t,t,)=U(t, |j dtH,,. (U (t,t,)

:f—i. dt.H,,. (t)U (t,.t)

:I—i. “dtH, (1 [ lj dt,H, .. ( )}

:I_i. dtHIlnt( + _i Itodtljto dtZHIint(tl)Hlint(tZ)U (tz’to)

=Y (=Y [ oty g (1) Hp (1) H (1)

n=0
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Produit ordonné en temps — hors programme - masqué
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Produit ordonné en temps — hors programme - masqué 7
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C - Matrice S, matrice M

On suppose qu’at >-cc ett—>+00 H, . . (t)—)O.

Matrice de diffusion : S =U (—oo,+0)

L’élément de matrice <b‘S|a> donne I’amplitude de probabilité de transition d’un
etat initial a vers un état final b.

On pose : S=1d —IT et on définit I’¢élément de matrice de diffusion M,, par :

(bliT|a):= i(27z)4 5*(py— Pa)My,

Le facteur &° (p, — P, ) exprime la conservation de I’énergie impulsion, assurée par
la commutation supposée de H avec H et p.
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En introduisant la densité du hamiltonien H,, =jd3xH, . ona:

o0

S =3 (i) [ [ A% oo QX0 (t =, My (1) Oty —t, ) H (1,) = 1+ D ST

n=0 n=1

ou @ est la fonction de Heaviside : —
(0 six<0 | __

O(X)=<% six=0
1 six>0

Nous utiliserons dans la suite du cours les termes d’ordre 1 et d’ordre 2.

S = (b|sUja) =i d*x, (0], (% )|2)

Sghz<b

S[Z]|a>: Y [0t —t,)d %0 "%, (0] My (%) Hoi (X,)]2)
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Cas ou H ne dépend pas du temps - masqué
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Cas ou H ne dépend pas du temps - masqué
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D - Taux de desintégration

On s’intéresse a la désintégration d’une particule.

Etat initial : ‘E> — a’fE |O) a un facteur de normalisation prés

Probabilité d’aller a 1’état \B,&,...} (orthogonal & \R}) :
P =|p.G.S[K) =|(p.q|iT|K) =(22) 5* (p+a+...~k)&* (0)|M,,
:(27z)4 54(p+q+...—k)VT|Mba|2

) _[exp(ikx)dx‘k:O L

ol on a utilisé les propriété 5(k)2 =5(k)o(0) et 5(0) 2 2
T T

Comme (O|a(E)aT(E)|O>=(27z)32k°53(6)=ZkOV, il faut introduire un facteur de
normalisation 1/ 2EYV par particule pour normaliser P
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De plus, les impulsions dans 1’état final ne sont pas fixées.

On s’intéresse a la probabilité de transition vers le volume d’espace des phases :
vd® pydiq...

3~ 3 5
Dans un tel élément il y a W '2 W q3 états (7=1).
(27) (2r)

Preuve :

Dans une boite de cotés L, I’impulsion dans chaque direction est quantifice et vaut
(27Z')h
L nx,y,z’

px,y,z -

Dans 1’élément dp,dp dp, il y a donc un nombre d’états égal a :

L°dp dp,d *p
dn=dn,dn,dn, = i E)y Pz_ W 2
(27) 1’ (27)
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On obtient finalement :

AP == (27) 8 (p+a+...—k)T

Le taux de transition est finalement donné par dP /7T :

dr:z_io (27)' 5* (P +q+...—K)

d3_p> d3a e o0
(27)’ 2p, (27)’ 24,

élément d'espace de phgse invariant de Lorentz

-
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Espace de phase pour la désintégration en deux corps (ml,E) et (mz,a) ;

d®p d®q
c=(l(2x) s*(p+g-k
[[(27)" 5 (p+q )(zﬂfzpo(zﬁfzqo

Il n’y a que deux variables indépendantes. On intégre sur E] ;

— 6/ d|pld

:(471z)zf5(Po+qo‘kO)(;oq2:(471z)z”5(p0+q°_k°)|p| plg!
—2 — ek

s I S

_(47)2”5(@)”0 ) (4n)

d
Po Yo $(po +0, _ko)
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Or p, _‘p‘ +m jd‘ﬁ‘ > et
(k-p)- 2R
e . o dg dlp| -(k-p)-p
0= (k-p) +m, j’d\%\ % lp
D’ou
—12 —13 —13
o 1 pljeo 1 | [ae 1 |p[ [ae
@ o -(5-8)5) o) afof ~pk-penlo (4 ko] -pkop
P, + —
Po %‘p‘
N vion L IAlfee
ans le reférentiel du centre de masse, il vient : £ = (472)2 y
0

L _ 1 1 m
Cas particulier : m, =0 (z > u+v,): €= > de
(47) 2’
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E - Section efficace

Generalisation avec n. particules dans 1’état initial et n, dans 1’état final :

L :
dr=v(27) 8*(p,+p,+...—p',—p'r—... : M.,
(27) 3* (P + 1, p\— P, )E(zz)?’zEk' EZEkV M. |

élément d'espace de phgse invariant de Lorentz

o

Application pour la section efficace d’interaction de deux particules :
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Dans le reféerentiel de la particule 2 :
la probabilité de transition par unité de flux de particules incidentes s’exprime en
fonction de la section efficace différentielle do et de la vitesse v, de la particule

AN, = Nydo Nz dx= Lo _ g MMz,
)% dt )%

o do= -V
N,N,o, dt  N;N,u

d’ou par identification dans la formule générale (N, =N, =1et E,=m, ) :

" dép 1
do=(27)'6*(p.+p.—p'.—p". ... K
CORAURM )H(zn)?’zE-k Am,Ey,

2
| ba|

Référentiel quelconque (Eyv, =|p,| ):

Ny dSBI 1
dc7=(27z)454(p1+ p,—p—p,-)] ] k
k=1 (27[)32Elk 4\/( P, - p2)2_(m1m2)2

|2

|Mba
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F - Cas du boson de Higgs

1) Désintégration

On se propose d’étudier la désintégration H —e"e”

On ajoute aux lagrangiens libres d’un champ de Dirac (paire électron positron par
exemple) et d’un champ scalaire (champ de Higgs) un terme d’interaction :

L. =—fuy®=-fy'yw® (d’aprés le mécanisme BEH, f =m/v)

I int
Le hamiltonien d’interaction correspondant est : H,, . = fy'yw ® = fyy ®©

Noter que si: L=L + L,
H="H,+H,, avec H,, =-L,

et si L

int

ne contient pas de dérivees, alors :
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On prend I’état initial : |a)=aT(E)|O> et I’état final |,B):bi*(6)dj’“(a)|0>
Les indices | et j désignent les états de spin des fermions.

On est bien dans la représentation en interaction :
- L’état du systéme avant et aprés 1’interaction est constant

- Le hamiltonien d’interaction est décrit par des opé€rateurs qui obe€issent
aux equations d’évolution libre
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Au premier ordre : S = Id —iJ‘d“x fy 'y 'y

(BIs]er) =(0|d; (a)bi (p){-i[d*x fy'y'y @la’ (k) 0)

:—if. <O|dj( )bi(p)wTyowqjaT(R)w}

.y d3k1 d3k2 d3k3
— _ijf | d XJ. (272_)3 2K, 0 _[ (272_)3 2k2o .[ (27[)3 2k30
% (0ld(a)a (p)

bT E) (kl) " explik,x]+d (El) ( ) " exp[- |kx]}
k> ) (kz)exp[ ik, x]+d, (R )

( 2 |V, ( )exp [ik xﬂ
(E ) |k3x]+aT(k3)exp[|k3x]J
f(k)|0
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On utilise la commutation des operateurs de types différents et les propriéetes de
I’¢état vide pour garder un seul terme

B d’k, d’k,
=it XI 2k°j(27z)3 2k2°I(27z)3 2k Onz

exp| i(k, +k, — k)] O|dJ.(E|)bi (B)bnT(Rl)UnT(Rl)yOme(RZ)Vm(RZ)a(R3)aT(R)|O>

On utilise les relations de commutation des opérateurs avec leurs adjoints :
= —if [d*x] d%, [d°k, [d°k

exp[i(kl +|(2 —k3)X]<0|53 (E]—Rz)53 (B—Rl)UiT(Rl)Q/OVJ- (R2)53 (R—R3)|O>

On integre sur les impulsions grace aux distributions de Dirac, puis 1’intégrale sur
x donne : <,B|S‘a> = —if (27[)4 5 (p+q-k)u' (p)rv;(d)

soit M, = fu"(P)»"v, (d). On a donc le taux de désintégration :

df:i(Zﬂ)454(p+q—k) d°p d’g fzu.T(B)y()V-(EI)V-T(a)?/OU- (B)
2k° (27)’2p° (27)*2q° S |

—
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Si on ne mesure pas les spins des particules sortantes, il faut sommer sur toutes les

configurations de spin ( > j

i,j=1,2
De plus, en se mettant dans le repere du Higgs k,=m, , d’ou:

d3_’ d3* . . . .
dr = Z;H (27) 5* (p+q- k)(zyzfzpo (2;;)3q2q° fzi,gzuﬁ (p)7*v(p)v;'(P)7"u(p)

or ()7, (a)y,"(a) 7w (B) =Tr(v, (a)vs (a)ui (p)u ()

On le montre en ecrivant explicitement les composantes.
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u' (p)7"v; (p)v;' (p)r"u(p)= le Tr(v; (a)vi (a)u (p)us )

i,j=1,2 i,j=1,2
:Tr(zzvj(*)‘ (@) (o) (a)j:w(( o) )
On a utilisé les relations de fermeture, voir exercice :

5o (8)5)- (4 )8 S0 (4] (4.

:Tr(pﬂqvgﬂ‘yv—mﬁ+m;{—mzl4):4pq—4m2

dr=_= (27)" 8*(p+q—k) dsf : diﬁ - £2(4pg—4m?)
2mH \conservgtionde J(Zﬂ-) 2p (27[) 2q

I'énergie impulsion
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Pour terminer un peu de cinématique :

— 4
F:j d’p _(?7) 5(2p°—mH)(4(p0)2+4‘6‘2—4m2)f2 (on a intégré sur )

1 f 2 2 0 2 o _ My —? 02 2
= o a2 o )[5(20° ~m, ) p*dpd.2 (car p* == et [g] =(p") ~m?)
T H

L f23(2mH2—8m2)_[ i 5(\/mH2/4—m2—p)p2dde:

} (2”)2 2m,, 4\/mH2 [ 4 —m?
2 2 3/2
: 2 f s(zmHz_sz)m—H(fTh.2/4—FT12)1/2472=i f2 m, (1—4 mzj OUF
(27[) 2m, 4 87[:;2/V2v \ m,
(on a utilisé : 5( ) Z ‘g ‘ oCl les x. sont les racines réelles deg(x):O)
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Espace de phase

004 —
0.03
Espace de phase
] 0.02
en fonction de
m/ m, 0.01
0.00'
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
masse du fermion / masse du Higgs
Taux de désintégration (s™")
8x10%2
Taux de désintégration ol
en fonction de
m / mH 4x10%2
2x10%2+
O,‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘,
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

masse du fermion / masse du Higgs
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Application numérique :

Mecanisme de Brout-Englert-Higgs : f _ M avec v =246 GeV
v
, _ N m2ctm. c2 2 \¥2
On retablit les unites : I'= 1 me > 1© g ~ | =3,26x10" s™
8rh Vv m,

Avec 7 =1,56x10" s on obtient un rapport d’embranchement :

BR=Tx7=51x10"

Le rapport d’embranchement désigne la probabilité de voir un systeme instable
emprunter un mode de désintégration donné parmi tous les modes de désintégration
possibles. La somme des rapports d’embranchement de tous les modes de

désintégration possibles est donc par définition égale a 1.

dN(a—>b) _ NN 3
" =N(a)['(a—b)etdN(a—-)=N(a) r(a):>
BR(a —b) = N(@a—b) =I'(a—>b)xz(a)

N(a—-)

204
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Nucl%C3%A9ide

Finalement :

Pour I’électron : BR=5,1x10""

On obtient en changeant la valeur de la masse :

Pour le muon: BR=22x10" (mesure : =2,6x107")
Pour le tau : BR=6,2x10" (mesure : =6,3x107)

Pour le quark b : BR=35x10" (mesure : =58x107°) ? affaire a suivre...
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2) Propagateur

Au deuxieme ordre, la matrice S s’écrit
S=Id +ijd4xfwyowcp
+(—i)2 Id4xld4X29(t1 -t,) f? [w*yowdi}(xl)[wfyow@](xz)

Le terme du deuxieme ordre permet d’avoir un ¢lément de matrice non nul entre
un éetat initial e"e” et un état final e"e”, ce que ne permet pas le terme du premier
ordre.
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Dans le centre de masse :

ja)=b"(p)d;(~p)|0) et | 5)=b(a)d" (-a)l0)

Le comptage des opérateurs de création et d’annihilation pour le champ ® montre
que (g|sM]a) est nul.

Le calcul de (5|S"|a) va faire apparaitre un terme :

jd“xld X,0(t, - )j( d’k j( d’k’

27) 2k°° (27) 2k
<O|[ ( )exp —ikx, | ( )exp [ik,x, | J[a( )exp[ ik' x2]+aT( )exp[lk X ]J| 0)
d®

_j'd“xld X,0(t, — 2)_[(2%) kaOI(Z;) k2k . (O|a( )exp[ |kx1]aT( )exp[ ik 'x,]|0)
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ST —\ /= d’ — —
On insére I’identité : Id :ZB:‘ p><p‘:j(27[)3pzpoaf(p)|0><0|a(p),

il reste en utilisant les relation de commutation :
d’p
7z)3 2p°

0(t,—t,)exp[—ip(% — ;) ]

J

:jd“xlol“xzj(2

D(x %))

La quantité D(x, —X,) s’appelle un propagateur, ici le propagateur du champ @,
qui représente la création d’un Higgs en X, et son absorption en X,.
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G- Diagrammes de Feynman

1) Concept

Calculs lourds mais répetitifs

Représentation graphique permettant 1’écriture directe de IM,

Diagramme :

e lignes externes : particules entrantes et sortantes

e vertex : terme d’interaction

e ligne interne : propagateur d’une particule virtuelle entre deux vertex

e orientation des lignes : le temps va de la gauche vers la droite, les lignes

orientées representent les flux de « charge »
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Regles de Feynman : exemples de facteurs
Lignes externes :

boson scalaire entrant 1

boson scalaire sortant 1

particule de spin ¥ entrant u

particule de spin ¥ sortant u

antiparticule de spin % entrant Y

antiparticule de spin % sortant Y

photon entrant ¢, (vecteur polarisation)
photon sortant g; (vecteur polarisation)
Propagateurs :

photon —in™ 1 (p° +iée)

particule de spin % i()zf+m)/(p2—m2+ig)
particule de spin 0 i/(p?—m?®+ic)
particule de spin 1 —i(n" = p*p"Im?) 1 (p® —m? +ig)
Vertex :

fermion-antifermion-photon —iqy”
fermion-antifermion-boson Im/v
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2) Exemple H > e’e”

iM =ifu (p)v,(q)
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3) Exemple en électrodynamique quantique

—in,,
kK? +ic

IMy,, =0, (q"iey"v, (a) vi(p)iey“u;(p)
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Pour calculer le module carré, on réordonne les termes scalaires :
2 e4 e 1 v * e 1 — 1 * — 1 o
My | =2 (5@)7va (@) (@7 (@) 1,071, (7,(P )70 (P)) (7(P)77ui (P))

on somme sur les indices u et o

= (@@, (@) (T (@)7v, (@)(7,(p)7,u(P) (7,(p)7,u(p))
et on renomme les indices muets

AT @) v, @) (T@)7 v, @) (7 (p)7,u(p) (7,(p)7,u(p)
K
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Calcul de la section efficace

Etat Initial non polarisé (spins aléatoires) — moyenne sur les états de spins
Etat final quelconque (tous les splns possibles) —» somme sur les états de spins

‘_‘ = 7 7 7 Y‘I\/I.,m. =—L“V(y)LW(e) avec :

w(ﬂ):lz(u. (q )wvm(q)) (01 (a) 7"V (@) =5 3 (Vo (@) 70 (@) (3 (0) v, ()
2 2

m,l m,|

=129m(q)7”£2“|(q')a'(‘1') VVVm(Q)iZVm(q)V”(ﬂ/+m)7”Vm(q)
EIRXAL [Ww) -3y @’ (@) (5 +m) |

*

L5 ST @ @] [ (3 o)y 1 =w me

_ E(qpq LTy |+ myqu B mﬂan -m (7" ])

=2(g"q"+a"a"~(m,* +g-9")n"")
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De méme

*

L, (e)=%;(\71 (p") 7. (p)) (vi(P)7u (P))=2(p,p'+p,p'=(m +p-p)7,,)
Finalement |

e4

W = (arar a4 )0) .01 0L (0 )
4

=~ (a-patp+a-pa-p+m p-p+mq-gi+2m, m’)

Approximation ultra-relativiste

4

‘I\ﬂ2 :k%(q- pg-p+q-p'q-p)=e’(l+cos’6")

/ﬁf;{*
0
dans le repere du centre de masse - —
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4% d°q’ e4(1+00526’*)
3 * 3 1 *
(27) 207 (27)°24% 4 J(p"- p7 ) ~(mm, )

do = (27[)4 5" (q* +q'-p -p )

g 1 e“(1+cos2 9*)

29, 24,  8p”
4

do __¢© 7 (1+cos? 6" )= -

dcos@” 128zp 3277 (Ecy )

A -1 AP
Intégration sur q' : = pp 5(2% —Po —Po )

4

Intégration sur ‘E]‘ et o : (1+cos?6")
(faire le changement de variable x = 2q avant d'intégrer sur ‘a‘)

e’ e’ *

487p? 121(E,, ) L2

Intégration sur 8" : o=

CHAPITRE 7 Diagrammes de Feynman
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Application numérique
Rétablissement des unités :
On introduit la constante de structure fine sans dimension :

e’ 1
o = =
Are hc 137

4 hc)’ 4
OXS = © =( ) © > :4ﬂ(hc)2a2:4—ﬂx0,389x106x 12 GeV?-nb
127 127 (gohc) 3 3 137
—=86.8 GeV’ -nb

en accord au % prés avec 1’expérience !
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Deuxieme exemple masqué
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H - Renormalisation

1) Diagrammes en boucle

Exemples ci-dessus : ordre le plus bas dans la série de perturbation

Les ordres plus élevés vont faire apparaitre des boucles dans les diagrammes de
Feynman

ks -

c c
Exemple 1 : \éy/
e’ Je
¥

e'//\\ e
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Exemple 2 :

Propagation d’une particule, en fait un processus
complexe ! I I
L’introduction d’une boucle entraine 1’apparition - k/
d’une quadri impulsion arbitraire K.

L’amplitude de probabilité est la somme de toutes les amplitudes
— 1l faut intégrer sur tous les valeurs possibles de k.

- d*k : i(J(+mf) _ (J(+mf) , ¢ d%k 1 2m 2
] —4(_1)1—r (_If) 2 2 | (_lf) 2 _ 2 =41 _[ 4l L2 2 + 2
(27[) K*—m.” +ig K°—m." +i¢ (27[) kK®—m, (kz _mfz)
Si |k —> o0 le premier terme de 1’intégrande décroit comme |k|_2 et I’intégrale diverge,
ici comme A° si on étend 1’intégration jusqu’a E,| p| < Aetsionfait A — oo,

La masse de la particule (pble du propagateur) est modifiee (« correction
radiative ») :

l 2
sm,,’ :L(—A2+6mlenﬁj !

IM =

87° m;
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La divergence des diagrammes en boucle est une propriété génerale.

L’usage de la méthode des perturbations exige que 1’on puisse se débarrasser de
ces guantités infinies.

— renormalisation de la théorie
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2) ldée générale?

e On commence avec une théorie appelée nue qui dépend de parametres comme
la masse nue m, et la charge nue e, de I'électron (masse et charge en l'absence

d'interactions)
e On définit une échelle de coupure des grandes impulsions A, appelée cut-off.

e On calcule alors les valeurs physiques, appelées renormalisees, des mémes
quantités (charge observée e et masse physigue m) en fonction des parametres
nus et de A.

e On inverse ces relations, exprimant maintenant les quantités nues en fonction
des quantités renormalisees :

e, =e+%ﬁ2e‘°’In(A/m)+---;m0 =m+y,me’In(A/m)+--

I extrait de J. Zinn-Justin, Colloque de la Société Frangaise de Physique :
'‘Physique et Interrogations Fondamentales ', Paris, France, 21/10/1999
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e On exprime ensuite toute autre observable, initialement calculée en termes des
parametres nus, en termes de ces quantités physiques ou renormalisées.

e De facon tres surprenante, quand on prend la limite A -—>oo, toutes les
observables physiques ont alors une limite finie.
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Processus de renormalisation — hors programme - masque
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5) « Running coupling constant »

Conséquence importante : les parametres de la théorie mesurés dependent de
I’échelle d’énergie a laquelle ils sont mesurés, et en particulier les constantes de
couplage.

On parle de « running coupling constant ». Au premier ordre :

a(m,) o
QED: a(u)— ) 2a(me) e o croit avec I’énergie
3r m,
QCD : ag (,u): OESBI(B/ilN ) a décroit avec I’énergie
1+ o (u' o ln 5
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Remarques pour o :

e N, : nombre de saveurs de quarks de masse petite devant I’énergie considérée

quark u d s C b t
masse (MeV/c?) 2 5 95 1275 4200 172500

e On peut trouver une echelle A,, ou la formule donne co.

On peut alors écrire la formule sous la forme :
67

(33-2N,)In A“

QCD

as (1) =

e Formules valables pour x> Ay, =200 MeV
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6) Particules virtuelles

diagrammes de Feynman / développement perturbatif —
echange de particules « virtuelles » ou « hors couche de masse »

sensibilité a des particules de tres haute masse sans production effective

B [Gfitter, 1803.01853]

t_ ™ T ‘ T T T T ‘ T T T T | T T T | |

S - I &
[ I 68% and 95% CL contours i M : .
+ + 0 0 (G} = i T-‘rz:‘nlbI;;:? GeV u
%4 W Z VA 3 =  B80.5 — Fit w/o M,, and m, measurements 1l -- =046 GeV . —
E; C Fit wio M,,, m and M, measurements :: —o=046e 0-5%3@!35"\”’ 7]
1 t C Direct M,, and m, measurements i ’ _
80.45 — i 7
2 2 2 - -
MW — COS QN I\/I 7 1+ Ap 80.4 } '.,j’-); -
r =T E,V A
3G 2 B M, comb_ = 1o ~ : I'I\I "ﬁ -
= mt m H 80.35 — , -80379 - 0.013 Gev e o g
AIOquarks ~ 5 = A/OHiggs =Cln— E : ]
812 \Y 80.3 E
80.25 — . [€ fitter s/
C L 1 L” 1 | 1 L 1 1 | L I_

140 150 160 170 180 190
m, [GeV]

mesures de precision —
prediction des masses, cohérence du modele, recherche de nouvelles particules
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| - A retenir

e Représentation en interaction

e Matrice S, matrice M : S=Id —iT ; (b|iT|a)=i(27)" 6*(p, - .M,
e Taux de désintegration :

d]“:zi (27z)454(p+q+...—k)

kO

d®p d®q
(27)’2p, (27) 29,
espace de phase invariant de Lorentz ’
e Section efficace de diffusion de deux partjcules ;
do = (27) 8 (p+ p, - p'e p'y . ) T— P 1
R T TN P ey
e Diagrammes de Feynman : savoir utiliser les regles de Feynman
e Notion de « running coupling constant »

2
| ba|

.

|2

|Mba
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CHAPITRE 8 Interaction forte

A - Nombre baryonique et modele des quarks

Années 50 et 60 : Bapvg, barus « lourd »

e développement des accelérateurs de particules HécoG, MESOS « moyen »
p \ Aemtdg leptds « menu »

e découverte de tres nombreux hadrons :

mesons (mt, n, p...) et baryons (K, A, A, Z...)
e conservation des particules lourdes — nombre baryonique

A — pn M

e modele des quarks proposé en 1964 par Gell-Mann et Zweig

charges non entieres !

P uud
n udd |
A*Y uuu m
A° uds {{L
X dss i~
Q SSS
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https://fr.wiktionary.org/wiki/moyen

B - Neécessité de la couleur et propriétés des hadrons

Probléme :

A"" et Q : 3 quarks identiques  J _3 |=0

2
Fonction d’onde totalement symétrique : prircipe-dePauh

Nécessité d’une nouvelle statistique ou d’un nombre quantique nouveau

1973 : concept moderne de couleur introduit par Bardeen, Fritzsch, Gell-Mann
pour un quark : |y, )=a|r)+b|g)+c|by =y, +v +y,
pour trois quarks :

1 Y Vi Wiz les quarks portent un
Ve=-"r=Wy Ve Ve nombre quantique appelé
J6 « couleur »
Yot Vo Vs
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Par la suite nombreuses preuves expérimentales supplémentaires

exemple :

Ao —\ 4o’ (Q /e)2

O'(e+e_ —> /f,u_) =

3S 38
G(e+e‘—>{qa) m“éqz _ 2\ (1) 2
S e B
olee D) T eyl 3) A3
quarks u,d,s

Mesure : rapport legerement supérieur a 2 !

Manque un facteur 3 sans les 3 couleurs de quarks
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T I T T T I T T T | T T T T T T T T T T T T I T T T I T
e*e'—Hadrons

R(s)
o

hro
hro
||Il|lll|l| l
L
_— .
J— 5
——
—ti—
[
——-—
e
—p—
.
[ —
——
T =
M S —
H-—
-

-
N
T

i1 I | I | I 1 L | | ] | i1 i | I/ ] | L0 1 I L0 1 I 1
22 24 26 28 3 3.2 34 36
\s [GeV]

-
o
ho

R en fonction de I'énergie dans le centre de masse.
Les points avec barres d'erreurs correspondent a différentes mesures.
La zone en vert représente la combinaison des mesures.
La ligne est la prédiction théorique.
Reference : Document server CERN”
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C - Chromodynamique guantique

1) Lagrangien d’interaction

Invariance de jauge locale :

phase — Interaction électromagnétique
couleur — interaction forte
1 0 0
espace des couleurs : [r)=|0| ; |g)=[1| ; |b)=|0
0 0 1

Un quark d’une saveur donnée f s’exprime comme :

1

q="f,®|r)+f,®|g)+ f,®|b) =

— N oy
N

3

g est un vecteur formeé de trois champs d’opérateurs fermioniques
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_ 3 _
Lagrangien libre de Dirac : E:q(iﬁ—m)q =Zfi(iﬁ/—m) f.
i=1

Invariant par transformation globale spéciale unitaire dans I’espace des couleurs :

q—>0q'=UQq avec U e SU/(3) groupe des matrice unitaires 3x3 de déterminant 1
une matrice U de 821(3) a 8 parametres réeels indépendants :

e O elements complexes soit 18 réels
e 9 contraintes par unitarité, (U'U =1,) — 9 relations « réelles »
e 1 relation pour le déterminant

On veut I’invariance par transformation locale g > q'=U (X)q
mais : £ — L'=L+giy" (U'(x)8,U(x))q
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Remarque 1 :

U (3) aurait été plus naturel :

symétrie globale OK — conservation du nombre baryonique

mais symétrie locale exclue pour des raisons expérimentales :

prédiction de 1’existence d’un gluon sans masse et non coloré induisant un
interaction a longue portée entre les hadrons :

U(3)=U(1)xSU(3) «>U unitaire =exp(iar)xSU spéciale unitaire
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Remarque 2 :

Les états a 1 particule ou 1 antiparticule sont donnés par :
|0,)=b'|0) et ‘qi>:di7|0>

Or le champ d’opérateurs décrivant les quarks comprend des termes b" et d..
Ces opérateurs doivent donc se transformer de la méme fagon.

En conséquence les états a une antiparticule doivent se transformer suivant :
3 3 _ 3 —_

d ':Z;Uijdj jdiT':Z;U e :‘\qi'>=_§;u inch
i= i= i=
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SU(3) : groupe de Lie & 8 parametres réels —
matrices de SM(S) engendrées par 8 « générateurs » T_ :

_exp( |Z,BaT j:: exp(—iﬁ-f) ou les 3% sont réels

Les matrices T,sont hermitiennes et de trace nulle. On pose : T,

N|¥

~

A, - matrices de Gell-Mann (normalisations choisies telles que Tr(

o) =20,,)

010 0 -1 O 1 0 O 0 01
A=1 0 0| A =1 0 0] 4,=(0 -1 0 4,=0 0 OJ
0 0O 0O 0 O 0O 0 O 1 0 O
0 0 —i 0 0O 0 0 O 1 0 O
A=0 0 0| A=|/0 0 1| A4 =0 0 Ay = 1[0 1 0
1 0 O 010 0 I 3O 0 -2
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On introduit les constantes de structure du groupe f,, . définies par:

2 2
Proprietes :
1:abc = fcab = 1:bca = _fbac = _facb .

antisymétrie par échange de deux indices et
Invariance par permutation circulaire des indices

Valeurs :
1:123 =1; f147 — f246 = f257 — f345 — f516 — f637 =1/2; f458 = f678 = \/5/ 2

Les constantes non définies par les relations ci-dessus sont nulles.

Remarque :
Pour les antiquarks, ce sont les matrices U et donc —T,” qui interviennent (elles

ont les mémes relations de commutation), leurs charges de couleur sont
« OPPOSEes ».
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Le terme apparu dans L' s’écrit :
giy* (U (x)o,U (x))q =giy* [UT(—igsayaa(x)%jU]q

OuU on a pose fB* =ga’

On introduit la dérivee covariante contenant 8 nouveaux champs (8 gluons) :
)
D;, = a,, + |gS ?Ga#

et la transformation des champs de gluons doit rétablir I’invariance du lagrangien :
G" =G* +g9.a'(x)f, G +0.a (x)
(position des indices romains haute ou basse indifférente)

Le lagrangien prend la forme (attention g a trois composantes de couleur !) :

— . — . - A
£=q(|y“Dﬂ—m)q:g(ly”ay—m)c!—gsqy”?aqcaau

termes cinétiques

g .
termes d'interaction
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Démonstration de I’invariance de jauge (exercice)
On considere une transformation infinitésimale et on développe au premier ordre
(attention a la sommation sur les indices repétés et aux indices muets) :

qaq':il—igsdaai—;jq ; Gaﬂ—)G'aﬂ=Gaﬂ+gsdabfabCGCﬂ+8ﬂdaa
o : aﬂ“a : . aﬂ“a
Lo>L :q(1+|gsda ?](Iyﬂﬁﬂ—m)il—lgsda ?jq—
A

~ 1 € ;I“e a : ﬂ“ a c a
gsq[1+lgsda 5]7“?@—193%“ 7"](1(6 ,+9,da°f,,G°, +0,da")

' e a ﬂ“a . ~ (i : a ﬂ“a
L'- L = gig.da ?<|7”8ﬂ -m)q+q(iy“a, —m)(—lgsda ?jq
P e)l’e ia a . ﬂ“a - A a
—g,dig,dex 754G, +gsq7“?(lgsdad 7"](16 .

~ /la c a
—gsq;/“?q(gsdab f G, +0,da )
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, —, 2 A (. — /. : a2 Ao
L'- L =qig.da ?(Iyﬂaﬂ -m)q+q(iy“o, —m)(—lgsda ?jq
. a a y ﬂ'b /1 ﬂ'b iy b
d. qlg da 2 Lt g > 10, da 2 qG", (en renommant des indices muets)

. A c a
_gsqyﬂ?a<gsdab 1:ach y+ayda )q
' - 2 a: ﬂ“c b . /’La b c
L'-L=-19,"q| do |fabc?7/” qG ﬂ—gsqy”?qgsda fp.G p
A Ay o
=0," . daQ( ]7qu — 9, fp.da”ar zqGﬂ
g2 f  da® q(/l jy qu +9.2f  da"qp” i;‘ qG°,

(car f,, . est antisymetrique par échange de deux indices)
= 0 (car f_,, est invariant par permutation circulare des indices)
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2) Comparaison avec QED

NG )

Quy'wA, > g, qy qu

(avec «, B : indices de couleur)

Exemple : ud —ud

u U

W
u,(p) s (p')

Vi
_in,uv
k*+ig

8
Q,Q, — Cg.” avec le facteur de couleur C = (EZ(% )m7 (Za )ﬂaj

a=1
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Analogie

QQ,e*1 2 1, . 7 0.1 1 .
V., . =—— —=—qag—repulsif » V. .. =—C="=—Ca.— attractifsiC >0
Q=P e 4dxzr 9 r ¥ Qeb A ¥ °r

Prenons ud —ud :

C= EZS:(A ), (%) =£(—1+lj=—l . le potentiel est répulsif !
4= 22 S 4 3 6

Si on prend u d. —u_d_, on obtient C >0, le potentiel est attractif :

rr?

O CARCANE (P

a=1

Si on considere les autres processus possibles urd_raugi et ud —u,d,, on

: 4 : :
obtient alors C =3 (exercice), globalement attractif

Note : un singlet de couleur doit rester singlet de couleur
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3) Lagrangien pour les gluons.
Le lagrangien doit étre complété par un terme cinétique pour les gluons :

QED : —%FWFW (avec F,, =0, A -0, A") estinvariant de jauge

QCD: —%GaWGa“V n’est pas invariant de jauge avec m!

L’invariance de jauge est obtenue en prenant :

a a a b C
G*,=0G" -0G", -9,f,GC G,

abc

= 0) du

abc

Le terme supplémentaire a pour origine la non-commutativité (3{a,b,c} f
groupe de jauge.

Une premiere conséquence est I’universalité de la constante de couplage forte
a la difference de QED ou les particules portent des charges différentes.

CHAPITRE 8 Interaction forte 253



Le lagrangien des gluons s’écrit donc :

-

£9 - _%< (aﬂGav _avGaﬂ)(aﬂGav —@VGa”}

o

| terme cinétique

—g.f,. [(aﬂeav -9,G*,)G"G™ +(0"G™ -0"G™ )Gbﬂch]

.

vertex a trois gluons

3\

Vo

+g.°f, f GbﬂchGd”GeV

abc "ade

vertex a quatre gluons

J

non commutativité du groupe de jauge = interactions gluons-gluons
les gluons portent des charges de couleur (une couleur et une anticouleur)

C’est une deuxieme nouveauté par rapport a QED ou le photon n’est pas chargé
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4) Proprietes (liberté asymptotique, intensité)

Confinement de la couleur
Des calculs similaires a ceux effectués montrent que les états d’énergie minimale
sont les états singlets de couleur (invariants par Si/(3)), mais autorisent des états

non singlets.

Cependant, I’analogie avec QED est inadéquate :
e o, =0,5(@1GeV) >> a=1/137 : le développement perturbatif est inadapté

e les gluons interagissent entre eux, au contraire des photons
Expérimentalement, on n’a jamais observé de quark isolé, ni de gluon isolé.

Les etats lies de quarks (ou hadrons) observés sont :
e baryons : 3 quarks
e mesons : paire quark-antiquark

Depuis quelques années aussi : 1
e « pentaquarks » : 4 quarks et un antiquark R
o « tetraquarks » : 2 quarks et deux antiquarks

©
<—(’Qt| T
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Tous ces etats peuvent étre singlets de couleur.
On dit que les quarks et les gluons sont confines.
La propriété de confinement n’est pas analytiguement démontrée.

Pour des distances pas trop petites, I’énergie potentielle d’interaction qa peut étre

grossierement approchée par :

V(r)z—ﬂﬁJrkr, avec k = 0,85 GeV-fm™
3r

(conduit a une taille de 1’ordre du fermi)

Si on essaie de séparer les constituants, 1’énergie fournie entraine la création de

paires particules-antiparticules, c’est le .

processus dit d’hadronisation. —o0—
q q
ot 3 ———0—
>W/\j\/\< / / g 99 q
- / - % ———0 o——o—
e q —e—0 —0 e—o0—0
—
— @9 @ @ —
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Courte portee

Contrairement a 1’interaction électromagnétique
I’interaction forte est a treés courte portée :

e a cause de I’interaction des gluons entre eux, la couleur est confinée dans un
volume de quelques fm?;

e le potentiel n’est attractif que jusqu’a une distance de quelques fermis.

v [N
, — Formes du potentiel +
Euits { / T empirigues
meund_ * U courte portée (10 "m) Calcul difficile = approximations
Interaction et calcul numérigue
forte
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Liberté asymptotique

)

Renormalisation des constantes de couplage :

2

€ A - .
QED : o =— : croit avec I’¢énergie
4r
g 2
QCD : o, === : d¢croit avec 1’énergie
A7
0.5 July 2009
Q)

& a Deep Inelastic Scattering
04l oe e*e” Annihilation
o0& Heavy Quarkonia

A trés haute énergie ou a trés courte distance «, est petit.
Alors le développement perturbatif peut s’appliquer avec
précision 02|

0.1}

=QCD 0 (Mz)=0.1184 +0.0007

1 100

" QIGev]
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5) Diagrammes de Feynman

T 7 X

Interaction quark gluon Interaction a 3 gluons Interaction a 4 gluons
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D - A retenir

e Nombre quantique de couleur

Groupe de jauge SU(3)c, 8 bosons vecteurs « colorés » sans masse (gluons)
Matrices de Gell-Mann, facteur de couleur

Etats liés : baryons et mésons,

Proprietés de 1’interaction forte :
interactions entre gluons, confinement, courte portée

Constante de couplage «, :
o grande a basse énergie : o, =0,5a1 GeV
o decroit avec 1I’énergiec — liberté asymptotique
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CHAPITRE 9 Interaction faible
A - Propriétés genérales

* Historiquement, I’interaction faible s’est manifestée a travers la désintégration
B des noyaux

* Toutes les particules de maticre sont sensibles a 1’interaction faible
* Seule I’interaction faible peut changer la nature des quarks ou des leptons
* Les particules portent un nombre quantique interne, 1’isospin faible (T =1/2)

L ’interaction faible est construite sur 1’invariance de jauge locale
associee aux transformations unitaires spéciales dans I’espace de I’isospin.

- 1l y a trois bosons vecteurs, massifs : W*, W, Z°
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« L’interaction faible est intriquée avec [’interaction ¢électromagnétique
(interaction électrofaible), les constantes de couplage sont du méme ordre de
grandeur.

« L’interaction est faible (a basse energie) a cause de ses bosons vecteurs
massifs:

M, =80GeV/ic’ ; M, =91GeV/c®

* Pour la méme raison, 1’interaction faible est a trés courte portee.

hc

2
W,ZC

R~ ~2x107° fm !

« L’interaction faible viole les trois symetries discretes que sont :
>La parité : r —>—r
» La conjugaison de charge : particule — antiparticule
> Le renversement du temps : t > —t
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B - Courants charges : bosons W+
1) Interaction faible et leptons
« Par « émission ou absorption » d’un boson W :

un lepton chargé se transforme en son neutrino associé ou vice-versa
un antilepton chargé se transforme en son antineutrino associe ou vice-versa

« L’annihilation d’un boson W crée une paire lepton chargé antineutrino associé
Ou une paire antilepton chargé neutrino associé

Exemple : u —»v +e +v, M\{vp
g : w v,
r =384720 zgw('v'w] " 2.2 us <
a m jmc ¢
2 e* 1 1
Constante de couplage faible : 9, .« 1 o= =
A SinZQN 32 Ar EOhC 137

=0.231
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Les lois de conservation sont respectées dans le bilan global de la réaction

Nota bene :

Pour la conservation de la masse invariante, seules les particules initiales et finales
doivent étre considérées, et pas les particules échangeées, virtuelles, « hors

couche de masse », dans le processus

Ainsi, la masse du boson W est tres supeérieure a celle du muon, mais la
désintégration du muon est quand méme possible
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2) Interaction faible et quarks

« L’interaction faible peut changer tout quark de charge 2/3 en tout quark de
charge -1/3, et vice-versa

Pour les quarks, les familles se mélangent donc dans I’échange des W
la saveur des quarks est définie par 1’interaction forte, ce qui n’est pas le cas des
leptons

« Conséquence : TR
la desintégration du neutron (libre) : u

n— p+e +v, possible carm, >m, d
temps de vie du neutron : 880 s (~15 min)

proton

(=
YvyYyy
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C - Courants neutres : boson Z°

[.’interaction faible a courant q
heutre procede : \{
ZO Z()

« par échange de bosons Z°

Dans ce cas le lepton ou le quark ne change pas de nature

 ou par annihilation/création de bosons Z° et création/annihilation d’une paire
lepton-antilepton ou quark-antiquark
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D - Vertex de P’interaction faible

* Les vertex de I’interaction faible pour les fermions :
Cas des leptons (idem pour les deux autres familles) :

o R 2

Cas des quarks : pour les quarks, les familles se mélangent dans 1’échange des W

q q

~ ~y

* On peut aussi changer les lignes entrantes en lignes sortantes et vice —versa en

changeant la particule correspondante en son antiparticule
« On peut aussi tourner ces diagrammes de 90°, une des particules devenant une

antiparticule

u u
<l
Il y a aussi tous les processus avec les antiparticules correspondantes
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« Les bosons vecteurs portent aussi un isospin (1) et interagissent entre eux
Vertex a trois bosons :

ZOWHW-
YWTW-

Vertex a quatre bosons :

Z0ZOWHW-
,Y,YW+W_

y ZOWHW-
WHW- WHW-
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E - Neutrinos
1) Prédiction

« Existence suggérée par Pauli en 1930

* Pb : violation apparente de la conservation de 1’énergie et du moment angulaire
dans les désintégrations B des noyaux ?

* Observation des 1911 d’un spectre continu pour [’¢électron émis dans la
désintégration du radium E (bismuth 210) :

I . ;.
Un des premiers spectres preécis
Bi —»Po+e” 777 N CAE Scott, 1935
Solution : L
Bl —> PO-I—e_ +‘76 -Ic I: 1% IIL._ 'zlo 2 10%

W telectron volts)
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2) Desintégration a deux corps
noyau i — noyau f + particule 1

* Conservation de 1I’énergie impulsion dans le repeére du noyau i :

—

p, =—p, = mc? :\/mic“ + p/c’ +\/mfc4 + p/c’
« Une seule solution pour p; (>0) (si m¢ + m; < m;!)

> spectre mono énergetique !
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3) Désintéegration a trois corps
noyau i — noyau f + particule 1 + particule 2

conservation de p= p,, p,, p, coplanaires dans le repére du CM

* Outre I’orientation globale du systeme (3 angles),
5 parameétres caractérisent la desintegration : ‘pf le‘, ‘pz‘, 6, 0,

Il y a seulement 3 contraintes :
(conservation de 1’énergie-impulsion dans le plan de désintégration)

» spectre continu des impulsions et des angles
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4) Section efficace d’interaction des neutrinos

Leptons sans charges, ils ne sont sensibles qu’aux interactions faibles
(et a la gravitation).

IlIs interagissent tres rarement et la plupart échappent a la détection !
La section efficace d’interaction des neutrinos dépend fortement de leur énergie.

La section efficace d’interaction des neutrinos issus d’une centrale nucléaire sur
un nucléon est une fraction de 103 cm? = 10°*° barn...

— libre parcours moyen dans 1’eau : A ~ 4 x 10'* km !!!

La plupart des neutrinos s’¢chappent sans interagir !!! Mais...

CHAPITRE 9 Interaction faible 272



...on peut quand méme détecter des antineutrinos Désintégration e*e
produits par un réacteur nucléaire ! X

Non-prolifération et contréle de la puissance
AIEA, International expert meeting, October 26-28. 2008

Energie dégagée par fission ~ 200 MeV

v X(A.7Z)

Nombre de neutrinos émis par fission ~ 2,5
Réacteur de 100 MW thermique = flux de v émis : Reaction dans le détecteur
100x10° x 2,5 V.+p—>e +n

500 10° <1610 ~8x10" v/s ~7x10% vlj
x10° x1,6 x

4 - y 4 \ FI .
Détecteur ~ 1x1x1m?®, densité 0.8, a 10 m du coeur o ux v par isatope
taux de neutrinos détectés : £ wf

1x1 0.8 2 60
7 X 1023 % 2 X 14 3 X 3 a0
4 x10 4x10" x10 officacis >
%/_J . ~ J { \ o
acceptance  probabilité diinteraction ~ J€ detection

du détecteur dx/A 0
S/47d?

~ 300 neutrinos detectés par jour

Uranium Plutonium
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Neutrino Rate [/day]

Scénario fictif

Controler la destruction de plutonium issu du

démantélement des armes nucléaires en “brilant” ce =

plutonium dans un réacteur.

Le flux de neutrinos détecté sera plus bas que sans =

1’ajout de ce plutonium et pourrait donc certifier que le
plutonium a bien éteé irradié.

340_] LI I T 17 I T 1T T 7T I T T T 1T T 17 17771 I__
B = 95% Cl H
F ¢ Data -
320 _ -=-4589%%uy
C == +1370 g 2%u ]|
C * - | =*-23009%%u ]
300 T : ool S
- ¢ > 4460 g *%Pu -
- ' Y iMi -"GOQOQmPu_
280— - - —
C AL L .
[ L e I T EE ) i s e B i
260— 4 L i 1 —
[ i et et o e il Ll st e 4 7
2401 -
[ Pechageaduapacpacpuchac)d .
200 ¢-¢-4¢-4-4--4d--4--¢-—4¢< ]
200_1 11 | I 11 1 | [ | - | 11 1 | | 1 1 | |—
0 50 100 150 200 250
Burnup [days]

L ,
Sensibilité a 1.5 kg de Pu Réacteur OSIRIS
a 95% de confiance (CEA Saclay)

Mesure “audacieuse”
a7 mdu coeur !
~300 v/jour attendus.

résultats de I’expérience NUCIFER
présentes en 2018 (D. Lhuillier, M. Vivier, CEA/IRFU)
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F - Violation des symétries discretes
1) Parité

Définition de ’opérateur P

Opérateur unitaire qui transforme la fonction d’onde d’un systeme physique en
celle de son symétrique par rapport a un point (qu’on prend comme origine des
coordonnees) :

Py (r)=v () =v'(-)

 Cette transformation est par exemple équivalente a une rotation de =« autour de
’axe OX suivie d’une symétrie par rapport au plan X=0, on parle souvent de
I’opération parité comme de la symétrie miroir.

Propriétés : P*=1d soit:P=P "' =P

Donc les valeurs propres de P sont +1 et —1 (« parité du systeme »)

Les particules ont une parité intrinséque +1 ou —1
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Transformation des quantitées physiques
Attention ! Deux types de vecteurs !

Vecteurs polaires : P(V)=-V ; Vecteurs axiaux (ou pseudo vecteurs) : P(A) = A

Définition Opération P
Quantité de mouvement  p=(y) m% p—>-p
, _ p°/2m
Energie E—->E
\/p c® + m*c*
Moment angulaire L=rxp Lo>L
Spin S S-S
o _ g T L
Champ électrique E= — E—>-E
Arg, 1
dr -
. q— X o
Champ magnétique B= fo dt3 B—B
T T
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Transformation des fermions de spin %
On pose y'(x')=Py(x)
Alors j* =yy'y — y'P Y’y Py

parité
C’est un quadrivecteur, il doit se transformer comme :
=0 -0 =1,2,3 =1,2,3
| g I

En prenant pour P I’opérateur représenté par la matrice »° on obtient exactement
les propriétés requises (le signe est conventionnel)

Appliquons P aux spineurs u et v au repos : y°u™* =u"* et yv"* = —v**

[pour P quelconque : Pu*? (p)=u"*(-p) et Py (p)=—v"*(- p)]

On constate que les fermions et les antifermions ont des parités intrinseques
opposees.

Un systeme fermion-antifermion (comme le pion) a une parité intrinseque (-1 ).
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Invariance par ’opérateur Parité
Les lois de la mécanique classique et de I’électromagnétisme sont invariantes par

parité : un systeme physique transformé par parité obéit aux mémes lois que le
systeme initial

Méme définition en mécanique quantique :
Lois invariantes par parité si pour tout systeme :

ih@sz(F,t) & ihapwagr’t):HPw(F,t)
Alors : [H,P]=0

Donc, si I’¢état d’un systéme est un état propre de P et si les lois d’évolution sont

Invariantes par parité, alors la parité du systeme (valeur propre de P) est conservée
au cours du temps.
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Violation de la parité
* Les particules ont une parité intrinseque P(7)=-1

(cf exercice)

Expérimentalement « puzzle 0 t » (1953)
0" > n*n
T > ot

mémes masses, spins, et duréees de vie, parités différentes

solution: 6 = 1 , méme parité mais

hypothese (Lee et Yang, 1956) :

la parité n’est pas conservée par 1’interaction faible

B ® Magnetic

Beta emission is
preferentially in
; g . , . the direction 80
Verification expéerimentale (Wu et al, 1957) opposite the Co
nuclear spin, in f
violation of
conservation

of parity.

Nuclear
spin

Wu, 1957

60. - 6Q . -
Co q\h+e+\'e
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2) Conjugaison de charge

Définition de l’opérateur C :
« Opérateur : particules — antiparticules, I, p,L,S inchangés

. C agit sur les nombres quantiques internes: Q>-Q L—>-L B—>-B

Transformation des fermions de spin % : y/(x) > iy’y" (x)

En effet , si t//(X) est la fonction d’onde d’un fermion de charge ( dans un champ
electromagnétique, on a (chapitre 3) :

y# (i(’iﬂ —qAﬂ)w =my = y* (—iﬁﬂ —qAﬂ)w* =my’

— (i;/z);/“* (—i@u —un)l//* = (iyz)mw* = -y~ (iyz) (—i@u —un)w* = (iyz)mw

| —
on établira sans peine

(12 )y ==r*(ir*)

=y (iﬁﬂ +qAﬂ)[(i7/2)w*} = m[(iyz)lﬂ*]

*
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Ce qui montre que iyzw*(x) représente un fermion de méme masse et de charge

opposee, c’est I’antifermion associé.

» L’opérateur C est antiunitaire dans ce formalisme : C(Aly)=41"C(y)

* L’interaction faible, au contraire des autres interactions, n’est pas invariante par

conjugaison de charge, ce qui est flagrant dans la desintégration des mésons = :

experimentalement, la polarisation des

H - Vi

f— B >

muons est opposée entre la désintégration

+ - ~ 4
dest etdesn €

«T> + ¥

i’ - =

%

 Le produit des deux opeérateurs P et C

redonne un processus physique possible
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Violation de CP
« Pourtant, la symeétrie CP est elle aussi (faiblement) violée par I’interaction faible

(Christenson, Cronin, Fitch et Turlay, 1964).

La violation de CP est une condition né€cessaire pour expliquer I’asymétrie matiere
antimatiere dans I’Univers

Le modele standard accommode la violation de CP grace au processus de melange
des quarks et de genération des masses (voir exercice du chapitre 10)

Mais I’amplitude de cette violation est de nombreux ordres de grandeur trop petite
pour expliquer I’asymeétrie matiere antimatiere dans 1’Univers
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3) Renversement du temps

Définition de ’opérateur T « renversement du temps »
Il s’agit en fait du renversement du mouvement :

Un systéme décrit par le hamiltonien H(q, p) évolue de t=-t a t=t,.
oq/ot=0H/op ; oplot=—0H /oq

A I’instant t_ on renverse le mouvement :
a(t,)—a'(t)=a(t) et p(t)— p'(t,)=-p(t) et on définit t'=-2t +t .

Le systeme est dit invariant par renversement du temps si a I’instant t'=t, il
retrouve ses coordonnées ( initiales et ses moments initiaux inverses :

q'(t')=a(=t); p'(t)=-p(-)
Ce mouvement est décrit par les equations :
oq'/ot=—0ql/ot=—0H [op=0H /op'

op'l &t =—0(—p)/ ot (attention au sens d'évolutionde —p !)=—0H /69 =—0H /o9’
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Ce mouvement est donc décrit par le hamiltonien : H'(q', p')=H(q,—p) :
ogq/ot=0H'lop' ; op'lot=—0H'[AQ'

Le plus souvent H est quadratique en p, alors H'(g',p)=H(g', p') et le systéme
est invariant par renversement du temps, car alors q' et p' évoluent suivant les

equations du mouvement initial :
og/ot=0H/op'; op'lot=—-0H [0q'

En présence d’un champ ¢électromagnétique, 1’opération de « renversement du

temps » renverse le potentiel vecteur A (qui a pour origine un mouvement de
charges) et laisse le potentiel V inchangé.

T:it>-tr»>r p>-p Lo>-L S>-S A>-A VoV

« Mécanique classique :

Invariance par renversement du temps (micro réversibilité)
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« Mécanique quantique :
En mécanique quantique, la micro réversibilité est assurée pour la transformation

T : w'(t',i'):Tw(t,i):w*(—t,i) si le hamiltonien vérifie H = H :

i@ - Hl//(t,i) & (complexe conjugué)

i aw*ﬁ(tt’;() “Hy" (ti) & (définiton de ')

i al/jl(a_tt’;(') = H'y'(~t,x") < (changement de variable t'= t)
2 e
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En consequence :

L’opérateur T est antiunitaire : (Ta|Tb) = <b|a> etT |/1a> =T |a)
Micro réversibilité : <éi| H ‘5> = <b| H |a> ou |é> =T |a> et‘5> =T |b>

Pour un hamiltonien quadratique en impulsion, on a bien H =H car A" = A.
 Equation de Dirac :

On montre (exercice) de facon analogue aux paragraphes précédents que
I’opérateur reversement du temps agit sur les fermions comme :

w(t, )?) —ir'yiy (—t, ;() et laisse invariante 1’équation de Dirac.

On montre (exercice) que j* :g;yﬂw se transforme comme

jO_)jO;j1,2,3_)_jl,2,3.

« Seules les interactions faibles violent (faiblement) T
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Cependant :

Théoreme CPT :

« Toute théorie quantique des champs locale invariante au sens de Lorentz avec
un hamiltonien hermitien possede la symétrie CPT.

 La violation de CP dans les interactions faibles entraine ainsi la violation de T
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G-  Aretenir

* Propriétés (universalité, courte portée, transformation des particules)
* Isospin faible

- Bosons vecteurs massifs W*, W-, Z°

 Vertex de I’interaction faible

 Propriéetes des neutrinos

* Violation des symetries discretes P, C, T

* Violation de CP, théoreme CPT
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CHAPITRE 10 Modele standard

A - Quel groupe de jauge pour les interactions faibles ?

1) Introduction

Désintégration du neutron: d >W ™ +u et W™ —>e +v,
Analogie avec : g, — gluon+qg et gluon—>q'; +q'; ?
echange des couleurs similaire a I’échange d 2u etez=2v, ?

symétrie SU(3) analogue & la symétrie SU(2) dans les espaces {u,d} et {e,v,} ?
invariance du lagrangien par échange d 2uetez2v, ?

SU(2) est un groupe de Lie a 3 parametres réels indépendants, il y a donc

—> 3 génerateurs du groupe = 3 bosons vecteurs !
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Cela ne marche pas : pas de violation de la parité
(voir paragraphe 9-F)

La violation de la parité se traduit en particulier par le fait que
seuls les neutrinos de spin antiparalleles a I’impulsion sont émis...
alors qu’a priori les deux directions du spin sont cinématiquement possibles

Les deux paragraphes suivant introduisent les notions de chiralité et d’hélicité pour
expliciter ce probleme.
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2) Chiralité

0010
. . . » 000 1| (0 I
On introduit la matrice hermitienne y° =iy°y'y%y° = =£ 2]
100 0| \I, O
0100
Ona: " =y et (75)2 = 1,, donc les valeurs propres de »° sont +1 et -1 .

On appelle etat chiral droit (gauche) un état propre u, (u,) de I’opérateur
représenté par »° pour la valeur propre +1(-1).

Cette propriété est invariante par transformation de Lorentz propre orthochrone.
(7°commute avec S(A) car {»°, 3} =0=[4°*y"|=0)

g : 1 ; 1 N\
On définit les projecteurs p, —E(l+7/ ) et B, _E(l—y )
P.u,=u, Pu =u Pu =0 Pu,=0
Quel que soit U : u=u, +u, avecu, =Puetu =Pu
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3) Hélicite
On définit 1’hélicité comme la projection du spin sur la quantité de mouvement :

Opérateur spin pour un champ de Dirac

~ (ol2 0 o . . .
2= . est I’ope€rateur spin pour un spineur de Dirac.
0 ol2

En effet > est un moment cinétique (relations de commutation) et on montre

facilement que L+Y commute avec le hamiltonien de Dirac H, =3’y p+7°m
comme il se doit par invariance par rotation (exercice).

On le voit aussi avec le théoreme de Noether (exercice).
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Montrons que pour un champ de Dirac sans masse ou ultra relativiste (comme
les neutrinos émis dans la désintégration  des noyaux), les états chiraux sont des
ctats propres de 1’opérateur helicité :

On a dans un repére ol p//Oz et pour E>m :

o' (p)=vE+m [5.5]% :ﬁ[(fz‘;{ij

uiL:%(l—f)uE%(_lfz ];ji W‘( (21 GG))};]

Cet état est bien un état propre de 1’opérateur hélicite pour la valeur propre (-1/2) :

ig uiL:ZZuiL:l[Uz Ojl\/ﬁ( (l—Gz)Zi j:_l\/E( (1—02)Zi j:_%uiL

‘p‘ 200 o, )2 -(1-0,) x 4 -(1-0,) x

z
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Par ailleurs, I’opérateur parité agissant sur un état chiral gauche donne un état
chiral droit :

o1
2

1

Y4 (1—7/5)u :E(l+7/5)70u

De méme |’opérateur conjugaison de charge agissant sur un ¢tat chiral gauche
donne un etat chiral droit :

iy’ %(l—f)u* = %(1+ 7/5)i7/2u*
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Une solution pour obtenir la violation de la parité est de demander 1’invariance
du lagrangien seulement sous 1’échange des fermions chiraux gauches d, 22 u, et

e, =2V, , (groupe de symétrie qu’on note SU(2).), en laissant les fermions droits

invariants. Pour les antiparticules, ce seront les états chiraux droits qui seront
echangés, et les gauches qui seront invariants.

Ainsi le terme d’interaction ne peut donner naissance qu’a des neutrinos chiraux
gauches (et donc d’hélicité —1/2 avec une tres bonne approximation) ou des
antineutrinos chiraux droits.

Il est nécessaire d’utiliser la chiralité, une propri€té invariante de Lorentz, et non
I’hélicité qui donnerait un lagrangien non scalaire de Lorentz.

Par cette transformation de jauge locale :

e on conserve l’invariance par transformation de Lorentz propre orthochrone
e on peut expliquer la violation de la parité dans les desintégrations faibles
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Exemple des désintégrations 7* — u"+v, et 77 —>e" +v,
(bien shr c’est la polarisation du #" ou du e" qui est mesurée...)

1“(77+ = +vﬂ)

On constate expérimentalement que : ~10°

1“(7z+ —> e + Ve)
malgré I’espace de phase défavorable : (1—(mﬂ /'m )2) =0.43< (1—(me /'m )2) =1

c’est la direction du spin du #" qui favorise sa production a cause de sa masse

voir paragraphe 7-E et exercice

CHAPITRE 10 Modele standard 296



Mais cette solution ne marche pas non plus :

Le terme de masse des fermions du lagrangien
ne respecte pas I’invariance de jauge U, =d, :

muu = m(uR +uL)(uR +U, )= m(uRuL +uLuR)

De plus les quarks u et d n’ont pas la méme masse,
de méme pour I’¢lectron et le neutrino !

C’est le mécanisme de Brout-Englert-Higgs (illustré sur un cas beaucoup plus
simple au paragraphe 6-H) qui résout ce probleme.
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Mais cela ne marche pas non plus !

En effet, ce mécanisme donne aussi une masse aux bosons vecteurs, ce qui est
necessaire expérimentalement !

Mais alors, les trois bosons doivent avoir la méme masse, ce qui n’est pas le cas :

M,, =80,4 GeV/c? ; M, =91,2 GeV/c?

Conclusion : le groupe SU(2). n’est pas le groupe de jauge des interactions faibles
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B - Théorie électrofaible (Glashow-Salam-Weinberg)

Aboutissement 1967 - Prix Nobel 1979

1) Symétrie SU(2).xU(1)y

Historiquement, le bon groupe a ¢été introduit dans le but d’unifier 1’interaction
faible avec I’interaction électromagnétique, et a permis de prédire 1’existence des

courants neutres faibles et du Z°, une prédiction remarquable.

Les fermions portent un isospin faible (noté T) et un nouveau nombre quantique :
I’hypercharge (notée Y).

Seuls les fermions gauches ont un isospin non nul comme précédemment.
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Charge, 1sospin, troisieme composante de 1’isospin, hypercharge pour les fermions

Q T LE Y
Vo'Vl Vel 0 1/2 1/2 -1
e, U T, -1 1/2 -1/2 -1
Ver'Vur o Ver 0 0 0 0
€, Mny Ty -1 0 0 -2
u,c..t, 2/3 1/2 1/2 1/3
d.,s..b -1/3 1/2 -1/2 1/3
Ug, Cq, Ly 2/3 0 0 4/3
ds, Sk, g -1/3 0 0 -2/ 3
Remarque :

L existence de neutrinos droits n’est pas ¢tablie. S’ils existent, 1ls sont uniquement
sensibles a la gravitation.

Noter que la relation Q=T,+Y /2 est vérifiée par I’ensemble des particules.

On en comprendra 1’origine dans quelques paragraphes.
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Construction du lagrangien électrofaible

Lagrangien libre sans masse pour un fermion :

Figf =+ )id (fo+ )= figf + figf,

En incluant deux fermions associés d’une méme famille : L :ULJ,VR,IR :
L=LdL+vidv, +LiZl, L

Nota bene :

Ici v et | désigne les deux fermions d’un méme doublet d’isospin (leptons ou
quarks), et non pas uniguement un neutrino et un lepton.
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Ce lagrangien est invariant sous une transformation SU(2)_ (unitaire par
définition !) :

L—>L'=exp(—igWE-f)L, v, >v,, | >

ou T,,, sont 3 generateurs de SU(2)L: T. =0, /2

12,3

(o, : matrices de Pauli, hermitiennes de trace nulle)

Attention a la notation : T, désigne ici la matrice troisieme composante de

I’opérateur 1sospin et non la valeur de la troisieme composante de 1’isospin d’un
fermion (valeur propre de T3). Le contexte I¢ve I’ambigiiité de la notation.

On demande 1’invariance de jauge locale (E(x)) en suivant exactement le
formalisme développé pour QCD.

Deérivee covariante : D, =0, +ig, > TW°

a=1,3

g, - constante de couplage faible, W * : trois bosons vecteurs

Terme d’interaction : £, =—@, > [W‘Ta LW *

a=1,3
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Le lagrangien est aussi invariant sous une transformation U(1)y :
. .Y . .Y , .Y
L— L'=exp —|g,BE L, vp > vy =exp —|gﬂ5 Ve, I > 1 =exp —|g,BE I

oll Y est I’hypercharge du fermion considéré (le facteur 1/2 est historique)
(noter que les fermions d’un méme doublet ont la méme hypercharge).

On demande aussi I’invariance de jauge locale (,B(X)), Il se rajoute un terme dans
la dérivée covariante précedente : ig YE B
0 constante de couplage pour I’hypercharge, B, quatrieme boson vecteur

) . . =Y — Y = Y
Terme d’interaction : £, = —g LyﬂELB" —ngy”EvRBﬂ _glRyﬂEIRB,u
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2) Courants chargés

Considérons L, et posons :
1

. : _ 1 :
W, :E(Wyl —iW,?) etW, =$(Wﬂl+|wj)
On obtient facilement (démonstration ci-dessous) :
L, = \/_[Wu vl AW, T v =g W2 L TL |

<\ <
VT

V"

L2 K

Cette construction est valable pour les leptons et les quarks des trois familles.

La premicre parentheése contient exactement les termes qu’il faut pour produire les
vertex d’interaction entre les fermions et les bosons W vus au chapitre 9.

Nota bene : il reste a montrer que les bosons portent bien les charges indiguées.
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Calcul de [le )
Deux premiers termes de la somme de £, =—0,, Z Ly“ToLW

a=1,3

_ _ 1, —— (0 1)v — . (0 =iY(v

7 1 7 2 _ — U L 1 7 L 2
Ly*T,LW, ' + Ly*T,LW, —2|:(VL,|L))/ (1 thjwﬂ (vl )y (i oj(leW“ }
_ %[_Lyﬂleﬂl Sl Wi W, v W2

1 r— L= B
:E[ L;/”ILWﬂ +|L7/”VLWﬂ ]
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3) Unification électrofaible

On va retrouver I’interaction ¢lectromagnétique et les courants neutres faibles.

On pose A, cosg, sind, \( B, B, cosd, -—sing, \( A,
; = PN _
P Z, -sing, cosb, \W/ W’ sing, cosd, )\ Z,

ou &, est appelé angle de Weinberg.

Loy + L, ==g,W,| Ly'T,L|-g {[7” % LB, +v,p" %vR B, +1y" %IR Bﬂ}

=-A {[wgw sing, T,L+gcosd, ([7“ % L+v,7" %VR 1.y Yz'aﬂ
_Zﬂ |:[7/ﬂgw COS@WTsL— g sin gw ([7/” YE L+1/_R7/” YEVR +E7/“ YEIRJ:|

On choisit 1I’angle de Weinberg tel que : g, Siné, =g cosé,
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Interaction électromagnétique

Le terme en A” devient :

—A,gcosd, [[7”T3L+[7/”YEL+V_R7/“ YEVR + 1 " %IR}

On note que T, est nul pour les fermions droits et on pose la relation Q =T, +YE :

—Aﬂg cosé, [vLy/”QvL +1 77Ql, +v,7*Qv, + IRQ/”QIR]

On pose |e = gcosd, =g, Sing, | et on regroupe les termes :

On obtient : —eA, [;y”Qvﬂy“Ql]

C’est exactement le terme d’interaction électromagnétique avec les fermions
(analogue au terme trouveé pour les bosons chargés au paragraphe 6-E).

On a déja vu que sin’g, =0.231: les constantes de couplage faibles et
electromagnétique sont du méme ordre de grandeur.
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Courants neutres faibles

Le calcul donne pour le termeen Z , :

-z, COiWQW LT —sin? g, (vQ +i7"Q1)|

On trouve la forme des interactions suggérée par les diagrammes de Feynman
donnés au paragraphe 9-D.
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4) Charge des bosons W

Comme SU(3), SU(2) est un groupe non abélien, et 1’invariance de jauge locale du

lagrangien exige 1I’introduction de termes d’interactions entre les bosons vecteurs :

1 a v 1 14
£J :—ZW ,quau _ZBNVBﬂ

a a a b c
avecW® =0 W° —-0W" —gy&,WNV W" etB, =0,B -0,B,

abc

&4 SONt les constantes de structure du groupe : {ﬁ,ﬁ}:igmi bien connues !
22 2

Les bosons de jauge sont transformés par changement de jauge comme

W, >W*? =W? +3 a*(X)+gye
B, »>B',=B,+0,5(x)

achlb (X)W Cﬂ
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Le développement de £, donne alors le couplage entre les bosons W et A :

Ly =18 AW, W™ — AW W™+ A AW W |

Les bosons W sont couplés au champ électromagneétique comme attendu.

On peut aussi déterminer tous les couplages a 3 et 4 bosons vecteurs et retrouver
les vertex et diagrammes de Feynman du paragraphe 9-D.
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5) Résume

Le lagrangien des interactions électrofaibles est basé sur 1’invariance locale pour
le groupe SU(2)L x U(1)y.

Les interactions électromagnetiques et faibles sont intriquées
Le lagrangien viole les symétries discretes (P, C, T).

La violation de la symétrie produit CP a pour origine le mélange des quarks
(voir exercice)

Le lagrangien ne contient aucun terme de masse, ni pour les bosons, ni pour les
fermions
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C - Masse des particules (mécanisme de Brout-Englert-Higgs)

La masse des W et Z ainsi que de tous les fermions est donnée par la brisure
spontanée de la symétriec du lagrangien par 1’ajout d’un doublet de champs
complexes d’isospin 1/2 et d’hypercharge 1, dont une composante (le champ de
Higgs) a une valeur non nulle dans le vide (exercice).

Les autres champs peuvent étre éliminés par changement de jauge et n’ont pas de
realité physique.

Une version tres simplifiée de ce mecanisme a été présentee au paragraphe 6-H.
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1) Masse du Higgs et des bosons vecteurs :

Potentiel de Higgs : V (@) = ycIDTCI)+/1(cI>‘“cI>)2 (A>0, £<0)

Champ de Higgs : doublet d’isospin ; choix de jauge : @ (x) :%(V:;(X)j
v=JulZ

Valeur moyenne dans le vide : (0|®'®|0) :g

Masse du Higgs : m, =22V

Masse des bosons faibles : m,, _ 9wV m, = Gwv _ My
2 2cos6, cosd,

Mesures : v=246 GeV, m, =125 GeV/c?
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2) Masse des fermions :

La masse des fermions est obtenue en ajoutant des termes d’interaction du Higgs
avec chaque fermion, et la constante de couplage est reliée a la masse par :

Ly == LD, - g1, 'L —g, LDV, —g, 1, 'L

Loom - m, - v
Ly =-mil="ih-m - Mok avee m, = 2

Y Vv J2

ou ®° =io,®

Le modele accommode les masses des fermions, mais ne fait aucune prediction sur
leurs valeurs, puisqu’il faut introduire une constante de couplage ad hoc pour
chaque fermion
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D - Le modele standard

1) Ingredients
e Principes de la mécanique quantique et de la relativité restreinte.

e Invariance de jauge locale de la somme des lagrangiens libres des particules
elémentaires de matiere, six leptons et six quarks (x 3 couleurs) et mecanisme
BEH de brisure spontanée de symetrie par le Higgs.

e Le groupe de jauge est le produit SU(3)cxSU(2).xU(1)y.
e Petit (grand ?) nombre de parametres libres : 25

12 couplages au Higgs pour donner les masses aux quarks et leptons
3 constantes de couplage pour les groupes de jauge

4 constantes pour decrire le melange des quarks } non abordé

4 constantes pour décrire le melange des leptons J dans ce cours

2 constantes pour le potentiel de Higgs
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2) Succes

e Théorie renormalisable — calculs perturbatifs possibles et précis.

e Tres grande puissance predictive :
o extréme variété de phénomenes microscopiques
o tres grande précision
o échelles d’énergie allant de 10712 a 103 eV |

e Aucune observation expérimentale confirmée ne le met en défaut aujourd’hui
(2024)
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3) Insuffisances

Nombreuses questions et quelques problemes, dont :

e Difficultés mathématiques — théorie effective a « basse » énergie
(comparée a I’énergie de Planck 10° GeV)

e Pourquoi trois familles de particules similaires aux valeurs des masses pres ?
Existence d’une sous-structure ?

e Pourquoi des masses si différentes, étalées sur plus de dix ordres de grandeur ?

Masse des particules en MeV/c
e | 0511 v | < 2| u| 2 dl 5
] X
U 106 v, 10° c| 1275 s| 95
| 1777 | v, t| 172500 b| 4200
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e Origine de I’asymétrie matiere-antimatiere dans 1’Univers ?
Pas d’¢étoiles, de galaxies, d’amas de galaxies faits d’antimatiere. Pourtant, en
cosmologie, on fait I’hypotheése d’un état initial trés dense et tres chaud (le Big-
Bang) ou i1l y a autant de particules que d’antiparticules. Lors de I’expansion et
du refroidissement de 1’Univers, toute la matiére et toute I’antimatiére auraient
da disparaitre sous forme de rayonnement.

e Violation de CP « comprise » dans les interactions faibles. A contrario, on ne
comprend pas pourquoi cette symetrie n’est pas violée par les interactions fortes.

e Peut-on unifier les interactions fondamentales au-dela du modele standard
(1 constante de couplage plut6t que 3) ?

e Quid de I’interaction gravitationnelle ? faiblesse conceptuelle majeure.
e Quid de la nature de la mati¢re noire et de 1’énergie noire ?
Les efforts pour trouver des réponses avec la physique des particules ont

echoue : la recherche de nouvelles particules et de nouvelles symetries est restée
Infructueuse, et I’interprétation de 1’énergie noire reste mystérieuse.
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E - A retenir

Chiralité
Hélicité

Charge, isospin faible, hypercharge, Q =T, +YE

Groupe de jauge SU(2)LxU(1)y
Unification électrofaible : angle de Weinberg, constantes de couplage
Masse des particules et boson de Higgs
Modele standard :
o groupe de jauge SU(3)cxSU(2).xU(1)y, 25 parametres
o Forces, faiblesses, questions
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c— lp B %ET[WFHW““} ]ﬁtr{ﬂwﬂ"”} (U(1), SU(2) and SU(3) gauge terms)

4"
Hvg, er) dkiD, (:‘r) b egotiDen + vpotiD, g + (he) (lepton dynamical term)
I
ﬁ [ _ — . e - T i U
— | (PL,eL) oM ep + egM“¢ or (electron, muon, tauon mass term)
.l-r o

_VI.-";E

(neutrino mass term)

(—&r,,71) ¢* M vp + PpMY " ( cL )

v L,
H(ibg,, dp) @D, (31’.) Fitgo*iDug + dpotiD,dg + (hee.) (quark dynamical term)
L
V2 [ d —d 7 [ UL
- (T, dp) oM + dp M“g dr (down, strange, bottom mass term)|

V2
o
+(D.¢)D*d — mi [dd — v*/2]%/20v°. (Higgs dynamical and mass term)

(up, charmed, top mass term)

(—dp, 7)) ¢* M up + apM " ( dy, )

1y,
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