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Objectifs du cours « Systémes en interaction »

@ Assimiler et approfondir les connaissances acquises en
premiere année

o Etendre les méthodes vues en premiere année aux systemes de
particules en interaction

@ Comprendre |'origine statistique des phénomeénes collectifs
comme les transitions de phase et le ferromagnétisme

@ Aborder I'évolution des systemes hors d'équilibre

Physique statistique :
o Pilier de la physique moderne
@ Passage du microscopique au macroscopique

e Nombreuses applications au-dela de la physique (théorie de
I'information, comportements collectifs...)
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Plan du cours « Systémes en interaction »

Systémes en équilibre avec un réservoir

La transition liquide-gaz

Ferromagnétisme, systeme d'Ising

L'équation maitresse, le théoreme H de Boltzmann

L'équation de Boltzmann
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Systemes en équilibre avec un réservoir
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Systemes en équilibre avec un réservoir

Introduction

Quelques rappels du cours de 1ére année

Equilibre thermique entre deux systémes

@ Systeme en équilibre avec un thermostat

Généralisation
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Systemes en équilibre avec un réservoir

@ Introduction
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@ Rappel des points du cours de premiere année qui seront
utilisés.

@ Principe 0 de la thermodynamique : on démontre I'égalité des
températures de deux systémes en contact thermique.

@ On trouve le critéere d'équilibre d'un systéme dont la
température est fixée par un thermostat : minimum de
I'énergie libre F = U — TS.

@ On définit I'entropie statistique pour un systéeme quelconque.

@ On introduit le principe ergodique qui permet de calculer les
parametres physiques d'un systeme quelconque.

@ On introduit les ensembles statistiques micro-canonique,
canonique, grand-canonique et T-P.
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Systemes en équilibre avec un réservoir

@ Quelques rappels du cours de lére année
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Distributions d'équilibre

e Etat microscopique, : donnée du nombre de particules dans
chaque niveau de dégénérescence

o Etat macroscopique : donnée du nombre de particules dans
chaque niveau d’énergie

e L'équilibre d'un systeme isolé (U = cste, N = cste)
correspond au maximum de I'entropie S = kIn W .

@ Distributions a I'équilibre :

. gi { + pour les fermions  (Fermi-Dirac)
i

T e Xt 1 — pour les bosons  (Bose-Einstein)

La constante x = [u est le multiplicateur de Lagrange associé
a la conservation de N et 8 a celle de U.

1
Rappel : 5 = T
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Limite classique

o Limite classique : n; < g; , donc efei—x > 1.
@ On peut négliger le terme £1.

@ On obtient la distribution de Maxwell-Boltzmann :

N
[ H 758’
i = Zé&i€

avec Z fonction de partition :

Z = Z gie P

niveaux d’'énergie i

La connaissance de Z permet de calculer toutes les grandeurs
thermodynamiques
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@ Passage a la limite continue :

d3xd3p

Zg,....H/T

@ Relations valables a la limite thermodynamique : N — oo avec
V' /N = constante

@ Le cours de lére année était limité aux systemes de particules
sans interactions entre elles ou avec |'extérieur.
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Le gaz parfait classique

@ Exemple : gaz parfait classique

V /27m)\3/2
z=2=5(5")

Démonstration :

d3rd®p ) v , , .
2t = = exp (7p /2ka) =5 dpxdpydp; exp (7 (Px +py° 4Pz ) /2ka)

3 3/2
N /TVS [/ 9pxoxp (_”X2/2m”)] = ,T\g [/ dpxdpy o (= (p +5,%) /2ka):|
3/2 32
|:/ PdPd6 exp (P2/2ka)] = h—\; |:27T/PdPe><p (P2/2ka):|

|:27r [—kaexp (—P2/2ka)];”>°j|3/2 _ %[mekT]yz _ h% {2.,,7,,,:| 3/2

%l <

%l <
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Energie interne

N .
nj = ?g,-e_ﬂg" et Z = Z g,-e_BE’ =
niveaux d’énergie i
G T e M -
’B niveaux d’énergie i niveaux d’énergie i
dInZ
U=-NnEE
op
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Equation d’'état du gaz parfait retrouvée

@ Energie interne :

oinZ 3
U——N( a3 )V_szT

e Entropie :

- ong!

o Energie libre :

N 4
F=U-TS=-"|1+m%
U S ﬁ{—l—nN}

o Equation d'état du GP retrouvée (R = N'k) :

PN(aan) _ NKT _ nRT
“p\av )T Vv TV
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@ Pour retrouver les différentes relations, utiliser les identités
thermodynamiques :

ou

F=U-TS

OF
dF = —PdV — SdT = P = —( 2&
SdT = <aV>T

etc...
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Systemes en équilibre avec un réservoir

e Equilibre thermique entre deux systémes
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Contact thermique et température d'équilibre

parois fixes - . \
adiabatiques Contact thermique : hypothese
du couplage faible
N % o Upx Up,Upy= U~
Ui + Uz
paroi adiabatique
Etablissement du puis diathermane o S —
contact thermique
tre d systémes

intialement solés S1(Ur, {xa}) + S2(U2; {xe})

Mise en contact thermique : {x1}, {x2} : paramétres imposés par
I'extérieur, constants, Uy, U, varient. Equilibre : S maximale :

0% 0S5, B
dS = aUldU1+8U2dU2_065 e
_ _ o1 992
U = cste = dU; = dU2:>aU1 BITA 0
T =(0U/0S)x = T1=T J
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Contre-exemples

Les systémes suivants ne sont pas en contact thermique :
@ gaz réactifs
@ systémes gravitant (interaction a longue portée)

@ plasmas : ensemble de particules chargées (interaction a
longue portée)
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Systemes en équilibre avec un réservoir

@ Systeme en équilibre avec un thermostat
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Notion de thermostat

@ SoitNisolé : T =X UO; X : systétme étudié; © : thermostat
Avec : Vs = cste et Vg = cste, Ny = cste et Ng = cste

[=20U0

®
&
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Notion de thermostat

@ SoitNisolé : =X UO; X : systétme étudié; © : thermostat
Avec : V5 = cste et Vg = cste, Ny = cste et Ng = cste

@ Y et © sont en contact thermique : Ur = U + Ug
(on a posé U = Us)

© joue le rble de thermostat pour ¥ si 3 conditions sont réalisées :
@ Condition 1 : Ug > U
e Condition 2 : la probabilité d'un micro-état (v ,3), ol « est
un micro-état de X et 5 un micro-état de © s'écrit :
P(a, B) = P(a) x P(3) avec P(3) = 1/We(Ue)
e Condition 3 : la température T de © est constante, et ¥ n'a

pas d'autre influence sur le thermostat que de fixer son
énergie par |'équation Ug = Ur — U.

Le thermostat se comporte comme un systéme isolé
d’énergie Ug et de température T.
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Entropie du thermostat

Par définition de T :
0S0/0Ue =1/T

Puisque T n'est pas influencé par ¥, 9Sg/0Ug ne dépend pas de
Uo, et donc :

9%Se/0Ue® =0

Et donc Sg varie linéairement avec U :

Se(Ue) = Se(Ur — U) = Se(Ur) — U/T )
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Equilibre du systeme

o A I'équilibre, ¥ est 3 la méme température T que le
thermostat, puisque © et ¥ sont deux sous-systémes en
équilibre du systéme isolé I'.

o [ est a I'équilibre quand son entropie est maximale.

o Additivité de la fonction entropie (on note S = Sy) :
Sr = S+5@(Ur — U) = 5—|—5@(Ur) — U/T.
@ So(Ur) = cste, donc :

Energie libre

L’équilibre du systeme correspond au maximum de S — U/ T, soit
au minimum de |'énergie libre F = U — TS.

Cela justifie le nom de potentiel thermodynamique donné a F.
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Probabilité des micro-états du syteme X

@ Probabilité P, de trouver ¥ dans un micro-état « particulier
d'énergie U, 7

Attention, on choisit un micro-état parmi tous ceux qui ont
I"énergie U,

@ Un micro-état de I est défini par un couple :

(micro-état de X, micro-état de ©)

@ donc : P, = rapport du nombre de micro-états du thermostat
d'énergie (Ur — U,) par le nombre total de micro-états de I' .
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Fonction de partition

On obtient :

_ # micro-états du thermostat d'énergie (Ur — U,)
N # micro-états total du systéme global

W@(Ur — Ua) _ &Xp (SG(UF - Ua)/k) o eXp((S@(Ur) — Ua/T)/k)

Wr(Un) W (Ur) Wr(Ur)

_ exp(Se(Ur)/k) _1
= W:—a(Urr) exp (—Uy/kT) = — &P (—Ua/kT)

Pa

Z est la fonction de partition du systeme

P, = %exp(—Ua/kT) Z= Y exp(—Ua/KT)

micro-états («)

@ Deux micro-états de méme énergie ont la méme probabilité
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Fonction de partition de deux systémes indépendants

@ Soit un systeme S composé de deux sous-systemes S; et S»
indépendants, par exemple un mélange de deux gaz sans
interaction chimique entre eux.

@ Un micro-état du systeme S est défini par I'union d'un
micro-état du systéme S; et d'un microétat du systeme S, :

(1) =0, k)

@ La fonction de partition s’écrit donc :

Zexp Zexp Bej+¢ex)) =
Zexp —Bej)exp (—pPek) = Zexp —Bej) X Zexp —Bek)

Soit : Z = /125

26 / 191



Ensembles statistiques

o A chaque micro-état est associé une probabilité.

@ L'ensemble des micro-états forme un ensemble statistique
appelé « ensemble canonique ».

@ La fonction de partition précédemment définie assure que la
probabilité que le systéme se trouve dans au moins un
micro-état soit égale a 1.

@ On voit donc que la signification physique de la fonction de
partition nouvellement introduite est différente de celle
rencontrée dans la premiére partie.

o Cependant, elle permet aussi, comme on va le voir, d’obtenir
toutes les grandeurs physiques utiles du systeme.

@ Pour un systeme isolé, tous les micro-états ont la méme
probabilité, ils forment un autre ensemble statistique appelé
« micro-canonique ».
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Principe d'ergodicité

Méme a I'équilibre macroscopique, un systeme subit des
fluctuations microscopiques.
@ On peut donc définir une moyenne temporelle d’une variable

d’état par :
to+7
x = lim = x(t)dt
T—00 T
to

@ On peut aussi définir la « moyenne d'ensemble » par

X = Z P(a)x(c)
()

Principe d'ergodicité

Il 'y a équivalence entre la moyenne d’ensemble et la moyenne
temporelle.

28 / 191



Justification

@ Au cours du temps, méme a I'équilibre, le systéme change
constamment de micro-état.

@ Les variables d'état du systéme fluctuent, et leurs valeurs sont
définies par leurs moyennes pendant le temps d'observation.

@ Pendant ce temps, le systeme parcourt un nombre infime de
micro-états accessibles, mais tout de méme un nombre
suffisamment grand pour étre représentatif de I'ensemble des
micro-états possibles.

@ De ce fait, la moyenne d’ensemble et la moyenne temporelle
sont pratiquement identiques.
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Relations thermodynamiques (1)

° Energie moyenne
exp (—Ua/kT) 0
U=> U.P _ZU b =<
(@)

C'est bien une énergie moyenne, car il y a un échange
permanent d'énergie entre le systéme et le thermostat.

@ Exemple du gaz parfait :

I'I d3xjd3pj exp( ﬁpjz/2m)

= VN

Jj= 3N/2

Z= P = e (27m/B) /
dnZ 3N _3
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Relations thermodynamiques (2)

@ Variance de U

82

0 1
——InZ=— —ZUaexp(—Ua/kT)) =
02 op ( Z 45

1 07 5
Z28ﬁZU wexp (—Us/kT) + = (%;U exp (—Uy/kT)
& 2 2 2
8—ﬁ2|n2:—<U> + < U”>=(AU)
@ Ordre de grandeur pour un gaz parfait monoatomique :
2?InZ 3N
AU? = ==
( ) 8,62 2ﬂ2
AU <3/\/>1/2 28 2
P — R JERA— < 1
U 232 3N 3N
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Relations thermodynamiques (3)

o Energie libre

1
Fa:Ua—TSZUa—@(Sr—Se)
1 Wr 1
:Ua—|n<>:Ua—In Z ex U,
i (e SN (Zep (5U,)
= —kTInZ

F=) FoPy=—kTInZ
(@)

F=—kTInZ= —; InZ A I'équilibre, F est minimale J
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Relations thermodynamiques (4)

@ Pression P = — (81:) = laan
T

ovV)r B oV
o Capacité calorifique a volume constant

ou 0%InZ
— (== — k32
Cv <6T>V 7 op
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Entropie statistique

u F 1 Z Uq exp (—Uq/kT)

FeU-TS=>S——=_L _ 2
= T Z

KkinZ
T°T +xin

Or Uy/ T = —k(In P, +1InZ), donc
S=—kY (InPy+InZ)Py+kinZ

=—k> PylnPycar » P, =1

On obtient la définition générale de I'entropie statistique :

S=—kY PqlnP,
()

Si P, =1/W, on retrouve S = kIn W systémes isolés a I'équilibre.
Cette entropie est extensive et s’applique aux systemes hors
d’équilibre.
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Systemes en équilibre avec un réservoir

o Généralisation
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Ensembles T-P et grand-canonique

@ Un systéme en contact avec un réservoir de chaleur voit sa
température imposée par le réservoir.

@ Le réservoir peut aussi imposer une autre variable, par
exemple la pression : dans ce cas le réservoir est aussi un
réservoir de volume.

@ On peut reprendre I'ensemble des calculs avec cette nouvelle
contrainte, et on obtient une nouvelle condition d'équilibre :
U+ PV — TS minimal.

@ L'enthalpie libre s’introduit ainsi naturellement et joue le réle
de potentiel thermodynamique.

@ L’'ensemble statistique s'appelle alors « T-P ».

@ On peut généraliser a d'autres variables. Par exemple, le
réservoir peut étre un réservoir de particules. L'ensemble
statistique s'appelle alors grand-canonique.
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Ensembles statistiques

bl microc | C iq grand canonique T-P
on fixe : U,N,V B,N,V Byu, V B8,N,P
z= %! S ep(—BEa) Y exp(—BEa +BuNa) Y exp(—BEa — BPVa)
(3 @ «@ [e3
potentiel : -S F=U-TS Q=U-TS—uN G=U-TS5+PV
—S=—kInZ F=—kTInZ Q= —kTIhZ G=—kTIhZ
_ ou 1 — dlnZ T — dInZ 17 — dInZ
T=23s5 U=—-%5 U=-"55 U= -5
9InZ _ 9InZ N _ OhnZ _ dlnZ
n=—kT SR~ p= —kT S5 N= 505 n= —kT 55~
_ dInZ _ dInZ _ dlnZ Vv — dlnZ
P = kT 238 P = kT2 P = kT 23%; V= — 585
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La transition gaz-liquide
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La transition gaz-liquide

Introduction

Quelques ordres de grandeur

Imprédictabilité des trajectoires des molécules d'un fluide

Fonction de partition d'un fluide réel

Equation d’état du fluide de van der Waals

Conclusion
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La transition gaz-liquide

@ Introduction
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@ Dans ce premier exemple de systéme en interaction, on
introduit une méthode trés générale pour simplifier le calcul
de la fonction de partition : la méthode du champ moyen.

@ Dans un fluide réel, les molécules sont en interaction a
distance : forces de van der Waals.

@ Avec quelques ingrédients trés simples, on va voir comment la
physique statistique permet de comprendre la transition
gaz-liquide.

@ La méthode du champ moyen marche ici assez bien mais on
verra dans le chapitre suivant qu'il n’en est pas toujours ainsi.
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La transition gaz-liquide

@ Quelques ordres de grandeur
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Quelques ordres de grandeur

e Gaz parfait (cours de lére année) : pas d'interactions
o Gaz réels et liquides : interactions permanentes

@ Taille typique d'une molécule : quelques rayons de Bohr
0.1-0.3 nm

o Vitesse typique des molécules : v = 102 3 103 m/s

1 / kT / RT
EC = 5”’7?2 = 3 3

e Distance typique entre molécules (gaz conditions normales) :
S (VL (24x103 13
= | s ~ 3
</v) 6.02 x 1023 e
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Collisions entre molécules

@ Molécules de diametre D

@ Libre parcours moyen X entre deux collisions

Op

V = AnD?

D

Critére pour A : une molécule en moyenne dans le volume V

A

N 2
n:V nwDA%l@)\%ﬂDzn

@ Pour Oy et Ny, D =~ 0.2nm dans les conditions ordinaires,
soit :
A~ 0.3 um
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Taux de collisions

@ Temps moyen entre deux collisions :

A
Fala3x1070%533x107 s

<

o Collisions malgré tout bien séparées dans le temps?

e Vrai pour un gaz : &~ 1/1000éme du temps passé dans les
collisions : D/A ~ 0.2nm/0.2 um

e Pas vrai du tout pour un liquide, 1000 fois plus dense : chocs
permanents (A ~ taille molécule) et collisions a plus que deux
molécules
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Solide (cristallin) : ordre a longue portée

Un solide correspond a un empilement trés ordonné des atomes. Le
mouvement thermique existe toujours, mais ne permet pas a un
atome de changer de site dans le cristal.

FIGURE — Position des atomes pendant un certain laps de temps
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Liquide : ordre a courte portée

Un liquide est dans un état proche du solide. Cependant, le
mouvement thermique permet maintenant a un atome de changer
de site, méme si c'est de facon assez rare.

Un liquide proche du point de solidification est un solide en cours
de dislocation.

FIGURE — Position des atomes pendant un certain laps de temps
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La transition gaz-liquide

@ Imprédictabilité des trajectoires des molécules d'un fluide

48 / 191



Instabilité dynamique du gaz de Boltzmann

On se propose de démontrer |'affirmation suivante :

Dans un gaz de spheres dures, il n'est pas possible de prédire
pendant ne serait-ce qu’'une microseconde la trajectoire d'une
molécule du gaz!
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Preuve...

Perturbation gravitationnelle induite par un électron de masse me a
distance D ~ 10'° années-lumiére sur la trajectoire de deux
molécules de vitesse relative v et séparées par ~ A

o Différence d'accélération g sur les 2 particules :
me
g = G7
Gme A
D2 D
@ Décalage sur la position de I'une ou I'autre des particules pour
le temps 7T entre deux collisions :

1., GmeA <)\>2
oA §5g’r ~ D3 »

|og| ~ 2

50 / 191



Données numériques

G=06,7x10" m3kg1s?
me=09,1x10"3 kg

1 année lumiére =9,5 x 10° m
A=2x10"m

v = 1000 ms !
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Déviation angulaire par choc

e Déviation angulaire typizque d'une particule :
56y = 57)\ ~ % (C) ~ 10137 radian

@ apres un choc, a cause du déplacement du point du choc,
I'écart angulaire est amplifié : 601 ~ (\/r)d6y (r est le rayon
d'une molécule : (A/r) =~ 1000)

e aprés N chocs : 60y = (\/r)N 66,

@ donc la particule aura complétement dévié de la trajectoire
sans perturbation si d6y ~ 1 radian , soit pour N = 50

seulement . ..
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Temps caractéristique

@ Chaque trajet entre deux collisions prend un temps
T~3x10710s

@ 50 chocs ~ 1.5 x 10785

Ainsi, en quelques dizaines de chocs, soit en moins d'une
microseconde dans les conditions ordinaires, la prédictabilité de la
trajectoire est complétement perdue.

CQFD

Conclusion : on ne peut étudier I'évolution d'un fluide en utilisant
les équations de la dynamique.
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La transition gaz-liquide

@ Fonction de partition d'un fluide réel
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Potentiel d'interaction d’un fluide réel

@ Deux ingrédients essentiels :
e un potentiel (fortement) répulsif a courte distance < rg
e un potentiel attractif et décroissant rapidement a longue
distance r > nry

Potentiel du type Lennard-Jones :

ro\ 12 ro\ 6
Ar) = to Kr) -2(7) ]
Autres potentiels
U/t P utilisés :
of =10/ 248 @ Potentiel de
sphére dure pour
r<n

ri/To

TR 0 ‘ = % g Potentiel attractif
" en 1/r% au-dela

Exemple : pour l'argon ro ~ 3 A up ~ 0.04 eV
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Hamiltonien

@ On suppose que le hamiltonien du systéme fluide peut
s'exprimer sous la forme :

1 N ) 1 N N
H=E+U=5 Y #+3) Y uli— )
2m “ 2 — ‘.
i=1 i=1j=1,j#i

cela suppose que la densité est suffisamment faible pour que
I'on puisse se limiter a des interactions entre deux particules

@ Approximation excellente pour les gaz dans les conditions
ordinaires :

environ 10~3 des particules d'un gaz en cours de collision avec
une autre molécule 3 un moment déterminé

environ 107° des particules d'un gaz en cours de collision avec
deux autres particules

etc.
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Expression de la fonction de partition

@ Un micro-état est défini par la répartition des N molécules
dans les cellules de I'espace des phases
(d3ﬁ1 . d3pydin .. d3FN)
h3N
@ Comme les molécules sont indiscernables, deux micro-états
dans lesquels les molécules sont échangées entre elles sont en

) ) S ) 1
réalité le méme micro-état : il s'introduit le facteur N

@ La fonction de partition s'écrit donc :
1 B B o B
Z:W//‘“/e SEU G35, Py ...

57 / 191



Décomposition de la fonction de partition

@ Calcul de la fonction de partition :

@ Chaque intégrale sur les impulsions vaut simplement :

/ R = /// ~8/2m(p2tp+e2) g, dp, dp,

—00 —00 —O0

[e%s) [e'e) 3
/ o R2/2m g / PR /2mp, / o BRE/2m ey ( /27;m>

—0o0 —00 —00

@ Finalement :

2m/3)2N/? .
7= T h3{vﬁ/vl <[] / R

Zr
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Terme potentiel

@ Il nous reste “seulement" a intégrer sur les positions pour
calculer Zy :

Zy = /.--/e—ﬁU(ﬁ~-~fN>d3a_..d37N

o Efforts considérables jusque dans les années 60 afin de calculer
cette intégrale.

@ Développements en puissances de la densité, développements
diagrammatiques . ..

@ On va utiliser ici la méthode du champ moyen, qui consiste

a remplacer le potentiel vu par chaque particule par un
potentiel moyen effectif
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Potentiel moyen

@ On écrit U comme la somme des énergies potentielles des
molécules :

i=1
@ On suppose que chaque molécule voit un potentiel moyen
indépendant de la position exacte des autres molécules, et que
ce potentiel moyen est le méme pour toute les molécules par
homogénéité du fluide. Il vient :

U= Nt
Zy = /d3?1...d37,,exp(—ND/kT)

_ (/ B exp (—D/kT)) "

60 / 191



@ Pour calculer I'intégrale, on remarque que les molécules ne
peuvent pas se superposer : le potentiel moyen d’'une molécule
est pris comme une constante (77) partout ou la molécule peut
se trouver, et infini ailleurs, c'est-a-dire hors du volume
« occupé » par les autres molécules noté Vg. Il vient :

Zy = [(V — Vo)exp (—a/kT)V
@ V) est proportionnel au nombre de molécules présentes :
Vo = Nb

@ U peut étre pris en premiére approximation proportionnel a la
densité de molécules :

u=—-aN/V
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Fonction de partition et énergie libre

@ La fonction de partition devient :

1 (27rka

A

= Zgp [(1 — I\\//b> exp (aN/kTV)

3N/2
) [(V — Nb)exp (aN/kTV)]V

N

o L'énergie libre s'écrit :

F=—kTInZ=Fgp— kTN [In (1 — /\\l/b) + aN/kTV}
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La transition gaz-liquide

e Equation d'état du fluide de van der Waals
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Equation d’état de van der Waals

@ On obtient I'équation d'état de van der Waals :

Nb
[ <8F) = Pgp + NkT l Ve + a(aN/kTV)]
; —

oV b oV
Nb
N
— NKT | =+ V22
v b kTV21
NkT /\/2 N N2 N2
=v_np vz KTyt (bkt—a)s + (\ﬂ)

@ On peut estimer les paramétres b et a en fonction des
parametres du potentiel entre molécules choisi. Pour le
potentiel de Lennard-Jones :

ﬁﬂrg’ 4\@7rrgu0
a=—-
3 3
@ On obtient un développement de P en puissances de la
densité (B1(T)=1):

P = kT (Bi(T)(N/V) + Bo(T)(N/V)? + ..)

b=
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Comparaison avec les fluides réels

Comparaison entre la fonction B,(T) et les données
expérimentales pour un ensemble de gaz réels. Sauf pour I'hélium
et I'hydrogene (effets quantiques a basse température), |'accord
entre données et modele est plus que raisonnable.

==
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Isothermes de van der Waals

On représente P(V) (diagramme de Clapeyron) pour différentes
valeurs de T. En rouge, P(V) a la température critique.

isothermes de Van der Waals isothermes de Van der Waals

Ntherme critique isotherme critique

pression réchiite p
pression réchiite p

volume réduit v volume réduit v

agauche: T > T.; adroite: T < T,

Te = 8a/27bk P = a/27b> Ve = 3Nb

pression réduite p = P/P. volume réduit v =V /V,
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Transition liquide-gaz

Analyse des courbes P(V) :
o A haute température ~ gaz parfait
@ dJ T, : isotherme avec un point d'inflexion
@ Si T < T, 3 minimum et un maximum

@ Entre ces deux points, la compressibilité devient négative

ov
|
(fP) > 0!

@ Zone instable : toute fluctuation locale de pression dans un
élément de volume va s'amplifier. Si un sous-ensemble du
systéme subit localement une petite diminution de volume, le
systéme va continuer a s'effondrer. De méme, une légere
expansion va conduire 3 une expansion plus grande encore.

Le fluide se sépare en deux phases qui coexistent :
une phase liquide et une phase gazeuse.
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Comportement de |'énergie libre

A température fixée F = Fo — [ PdV

isothermes de Van der Waals Energie libre

isotherme critique T omTe

pression rédiite p
F réduite

volume réduit v volume réduit v

p=8t/(3v — 1) —3/v? f=—(8tlog(3v —1)/3+3/v) +5

@ Entre A et B, le minimum d’énergie libre est obtenu en
mélangeant les deux phases dans les conditions des points A
et B et non pas en prenant un fluide homogéne aux propriétés

intermédiaires.
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Coexistence des deux phases

Soit N moles du fluide de volume réduit vx compris entre v4 et vg.
Partageons ces moles en deux phases : Ny moles de volume réduit
va et Ng moles de volume réduit vg

Fluide dans I'état A : F4 = Nafa = NAf(VA)

Fluide dans I'état B : Fg = Ngfg = /VBf(VB)

Energie libre : F = F5+ Fg

Si tout le fluide est dans la phase unique X : Fx = Nf(vx)
Ona:
F— FXN:fI(VAf)(VA%I—i—fI(VBf)(VB) — (Na+ Ng)f(vx)
va) + Npf(ve
=N[4 —f ) <0
( (Na + Npg) (vx)
Le premier terme est sur la droite AB, le deuxiéme sur la portion

AB de la courbe rouge f(v).
Le minimum d’énergie libre est donc obtenu lorsque le fluide
est séparé en deux phases.
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La transition gaz-liquide

@ Conclusion
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Quelques conclusions. . .

@ Un gaz est un systeme chaotique.

@ La notion de transition de phase du premier ordre, telle que la
transition liquide-gaz, peut se comprendre avec un modéle
simple ne comprenant que deux paramétres, I'énergie de
liaison wug et le rayon de sphére dure rp.

@ Dans une telle transition de phase, on observe une
discontinuité de certaines dérivées du premier ordre de
I'énergie libre, en particulier (OF /OT) en A # (0F/OT) en B,
et donc de I'entropie (S = —(0F/0T)y). Il y a donc aussi
une chaleur latente de changement de phase. Les deux phases
coexistent et il y a des états méta-stables.

o A c6té des transitions de phase du premier ordre, on trouve
également le cas limite de la transition de phase de second
ordre, que nous étudierons dans le prochain cours consacré au
ferromagnétisme.

@ On verra que la méthode du champ moyen ne marche pas

toujours aussi bien ...
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Ferromagnétisme - Le systeme d'lsing
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Ferromagnétisme - Le systéme d'Ising

Magnétisme

Phénomenes critiques - transitions de phase
@ Spins sans interactions : paramagnétisme

@ Spins en interaction : modeéle d'lsing et ferromagnétisme.
@ Approximation de champ moyen de Weiss
@ Solution exacte a 1D
@ Solution exacte a 2D

Conclusion
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@ Rappel sur le magnétisme
@ Notion de transition de phase ou de phénomeéne critique

o Limites de la méthode du champ moyen : I'exemple de la
transition de phase paramagnétique-ferromagnétique

@ Au passage, on rencontrera la notion de température bsolue
négative !
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Ferromagnétisme - Le systéme d'Ising

@ Magnétisme
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Rappel : moment magnétique

@ Une particule chargée en rotation posséde un moment

magnétique : = ——

@ Une particule chargée avec un spin possede aussi un moment

th S
magnétique intrinséque : [ = g2 3 guBh

o Energie d'interaction avec un champ magnétique :

E=—ji-B ]
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Matériaux magnétiques

@ Quand un matériau est soumis a un champ magnétique, il
peut acquérir un moment magnétique global.

@ Les matériaux peuvent étre classés suivant leur réponse a un
champ magnétique.
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Classification des matériaux magnétiques

e diamagnétiques (les plus nombreux) : moment magnétique
trés faible, proportionnel mais de direction opposée au champ
magnétique appliqué

@ paramagnétiques (ex : solides contenant un métal de
transition ou une terre rare) : moment magnétique de méme
direction que le champ magnétique appliqué

e ferromagnétiques (ex : fer, cobalt, nickel, alliages de métaux
de terres rares et de fer ou de cobalt) : moment magnétique
intense qui sature rapidement, de méme direction que le
champ appliqué, qui ne s’annule pas quand on supprime ce
dernier. Phénomene d'hystérésis. Nécessité d'appliquer un
champ contraire dit coercitif pour désaimanter le matériau.

@ autres ordres magnétiques : antiferromagnétiques,
ferrimagnétiques, hélimagnétiques.... Les moments
magnétiques des atomes sont alternés ou suivent un
ordonnancement particulier.
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Origine microscopique du magnétisme

@ Le moment magnétique d'un solide est la résultante de tous
les moments magnétiques des atomes qui le constituent.

@ Ce sont les électrons des couches incomplétes des atomes qui
contribuent a leur moment magnétique.

@ Le type de magnétisme (diamagnétisme, paramagnétisme...)
dépend de l'interaction entre les électrons des différents
atomes (interaction coulombienne et principe de Pauli).

@ L’aimantation d'un matériau est par définition la densité de
moment magnétique :

> A
/\_/7 — atomes | l _ ﬁ
Vv 4

@ En présence d'un champ magnétique, I'expression de I'énergie
d'interaction entre M et B entraine :

— 1 /0F
Y
VNoB/v,T
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Démonstration

- 1 /0F . 3
M=—-=("— notation condensée pour :
V\oB/v.T

1<8F>
xy,z2 — ;| ab
V\9Bxyz),

Ey=Eq+t Us—T,- B
Z = Zexp —E,/kT)

:—kTInZ

oF tax €xp (—En/kT)
AN P /) = VM,
0B, kT z a

<

C'est une relation générale entre variables conjuguées :

F
Si:E:--~+XY+...,a|orsX:g—Y
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Ferromagnétisme - Le systéme d'Ising

@ Phénomenes critiques - transitions de phase
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Transitions de phase

e Transitions du premier ordre (solide-liquide-gaz. . .) :

Coexistence des deux phases (liquide-gaz par exemple)

e Discontinuité de I'entropie

o Et donc existence d'une chaleur latente de transformation

o Existence d'états métastables (liquide surchauffé, vapeur
sursaturée)

e Transitions du second ordre ou continues (ferromagnétisme,
supraconductivité, superfluidité. . .)
plutdt appelées aujourd'hui phénomeénes critiques :
o Parameétre d'ordre continu (exemple : aimantation nulle 2 la
température critique)
Divergence de la longueur de corrélation
Pas de coexistence des deux phases
Entropie continue
Et donc pas de chaleur latente de transformation
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Transitions de phase du second ordre

@ Pour une transition de phase du second ordre, on définit, au
voisinage du point critique, les exposants critiques «, 3, ¥

par :

Prédiction champ moyen :

1 [ oF T.-T\”
M=-—(— =B B=1/2
vies) ., T
M _(Te=T - L
X=Yon " T, =

Classes d'universalité
Ces exposants prennent des valeurs dépendant de caractéristiques
générales du systéme, dites classes d’universalité.
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[llustration

M/ My

1.0

0.5

Variation de |'aimantation en
fonction de la température dans 00
I"approximation de champ moyen.

T/Tc

02 04 06 08

-0.5]

-1.0f

La physique statistique est-elle capable de rendre compte
précisément de ces phénoménes ?
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Transition paramagnétisme-ferromagnétisme

Un expérience simple : le moteur de Curie

%

Aimant
Permanent
Meétal
Ferromagnétique

Deés que T' > T,
.

Bec
Bunsen

7

Le matériau ferromagnétique est attiré par |'aimant, au-dessus de
la flamme d'un bec Bunsen. Lorsque sa température dépasse la
température de Curie, il n'est plus attiré par I'aimant et peut
refroidir. Le cycle attraction-relaxation se poursuit alors.
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Températures de Curie

Quelques valeurs de T¢ :

Co 1388 K
Fe 1038 K
Ni 627 K
CrO, | 386 K
GdCl; 2K
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Ferromagnétisme - Le systéme d'Ising

@ Spins sans interactions : paramagnétisme
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Hamiltonien du systeme

@ Commencons par étudier des spins sans interaction entre eux
et seulement soumis a l'interaction avec un champ
magnétique extérieur.

o Hamiltonien d'interaction (champ B suivant axe z) :

N N
=—gugy_SiB=—gusBY_S:
i=1 i=1

ol par commodité on a défini :

S

2§
h
et un facteur 1/2 a été intégré dans la constante g
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Fonction de partition

e Fonction de partition pour un spin 1/2
(Siz prend les deux valeurs +1 et -1) :

_ gusB _guBBY _ gusB
z_exp< T )—i—exp( T >—2cosh T
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@ Pour les N spins, sans interaction entre eux, la fonction de

1
partition est simplement (pourquoi sans facteur N DE

N
Z=27N= <2 cosh guBB>

kT

@ On en déduit immédiatement |'énergie libre F :

F=—KkTInz" = —NKkT In {2cosh g“BB]
kT
@ |'énergie interne U :
dInZ gushB
U=-— — —NgugBtanh
B gupstan KT
@ ainsi que |'aimantation (densité de moment magnétique) :
~ 10F  Ngps gugB
M=-vos= v "7
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Paramagnétisme

M/MO
1

Comportement trés simple en o
i — &usB os
fonction du rapport X = £/2= et

04

pas d'aimantation en |'absence
de champ magnétique.

02

N
@ Limite de faible température gusb >1: M=M0= fals
kT %
gugB N(gus)’B

@ Limite de haute température T VKT
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Energie et entropie

@ Quand T — 0.4, I'énergie est minimale Unin = —Ngugh,
I'entropie est nulle :
S=—(0F/0T),

gusB
kT

gugBtanh
a KT

gusB
= —kN | In { 2 cosh
n< cosh = — )

—0siT—0

@ Quand T — oo, I'énergie croit jusque U = 0 . L'entropie est
alors maximale et vaut (U — F)/T = NklIn2.
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Température négative

Si on force U > 0 par renversement rapide de B, le systéme prendra
une température négative, car alors S décroit quand U croit!

S=—(9F/aT), T =(9U/3S),

f(t) = ~txIn[2+cosh[1/t]] s(t) = In[2 cosh[1]]-tanh[1/t]/t

0.7
0.6

4
205

2

0.2

FiNguB
>

énergie libre réduite : f
b A b
°

entropie réduite

=10 -5 0 5 10 =10 =5 o 5 10
température réduite : t = KT/guB température réduite : t = KT/guB
u(t)= ~tanh(1/t) s(u) = -u argtanh(u) - 0,5 In(1-u?)+In2
o 10 o7
E} g 0s
5 o5 IS
5 o g
> > 05
[ L
3 2
I | 0.4
3 ? 03
3 2
3
.g -0.5| 9 0.2
2 £
§ S 04
-1.0 0
-10 -5 ) 5 10 “-10 -0.5 0.0 05 1.0
température réduite : t = KT/guB énergie réduite u
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Ferromagnétisme - Le systéme d'Ising

@ Spins en interaction : modeéle d'lsing et ferromagnétisme.
@ Approximation de champ moyen de Weiss
@ Solution exacte a 1D
@ Solution exacte a 2D
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Hamiltonien d'Ising

@ On considére un ensemble de spins répartis sur un réseau qui
interagissent entre eux

@ Hamiltonien d'interaction le plus général :

H=-— Z J,'J'S,'Sj
i#j

On considere dans la suite le hamiltonien simplifié d'Ising
interactions entre plus proches voisins seulement (ppv) :

H=-J>_5

ppv

avec J > 0.
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Systeme d'Ising a une et deux dimensions

Ising 1D : Interactions entre plus proches voisins et systéme
périodique N+1=1

~0-0-0-0-00-0—

1 2 3 4 5 6 7

Ising 2D : Le spin central interagit avec les 4 spins indicés 1, 2, 3
et 4, et uniquement avec ceux-1a. Systéme périodique dans les
deux dimensions
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Hamiltonien en présence d'un champ magnétique

@ Hamiltonien d'Ising en présence d'un champ B pour le site i :
H,' = —guBBS,- —J Z S,'Sj
Jj=ppv

@ Tout se passe comme si le spin i était soumis a un champ
“moléculaire" se rajoutant au champ extérieur :

—

éeff = Bmol + éext - z 5 + Bext
gNBJ opv
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Approximation de champ moyen de Weiss

@ Weiss fait I'hypothése que le champ moléculaire ne dépend
pas du spin considéré, et peut se calculer en prenant
I'aimantation moyenne du matériau.

p
Jf
mol Z = p

B i g,uB

ou p est le nombre de plus proches voisins

@ La démarche est semblable a celle utilisée pour les interactions
moléculaires
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Conséquence

@ On se ramene au cas précédent du paramagnétisme, mais avec
un champ B.g qui dépend de I’aimantation elle-méme.

o En effet, I'aimantation moyenne est aussi proportionnelle a la
valeur moyenne de 5; :

Ngpg=
m— 8B
v S
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@ Dans le cas ol le champ extérieur B est nul, on a :

Ngpg— N 1 N _
W:W%:g%mﬂ&aﬂﬂzgwmﬂﬂﬂ
% v kT gug v kT

On a utilisé le calcul de I'aimantation d'un systéme de spins
sans interactions en présence d'un champ extérieur.

N,
- guBtanh[pJ v n@
4 kT Ngug

M

On note My I'aimantation 3 saturation (S = 1), on obtient :

pd M
M = Mgtanh | =
otan [kT I\/IO}
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Relation d'autocohérence

Relation d'autocohérence

Les solutions sont données par les intersections de la fonction

kT
tanh(x) avec la droite y = i

pJ
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Résolution graphique de la relation d’'auto-cohérence

_ _ kT
@ aimantation nulle lorsque ™ >1
p

. N kT
@ + deux solutions de méme valeur absolue si — <1

pJ

M/M,

-0,5

-1

L 1 Ve -, . J
On constate |'apparition d'une température critique T¢ = % en

dessous de laquelle le systéme posséde une aimantation non nulle

méme en |'absence de champ extérieur (F minimale)
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Limites T — T.et T — 0

oSiT%TC:%,M%O:

T 3 T
%:tanhx:x—%ix: 3(1—TC>
pIM  TM

C - _ ,
OMME X =Ty ~ TMy

M o (T, — T)Y? au voisinage de la température critique T, J

Exposant critique : 5 =1/2

M T
o Si T%O:tanh(x)zl,ﬁ:tanh%ml
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Aimantation en fonction de la température

On voit donc que, en-dessous de la température critique, le
systéme possede une aimantation globale, méme sans champ
magnétique : c'est une des caractéristiques du ferromagnétisme.

M/My

10

0.5

00 T/T,
02 04 06 08 1o dc

Variation de |'aimantation en fonction de la température dans
['approximation de champ moyen.
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Validité de |'approximation du champ moyen ?

@ |l se trouve qu'on peut calculer exactement la fonction de
partition d'lsing 1D et donc |'aimantation de ce systeme en
fonction de la température

@ On peut donc confronter le résultat exact et |'approximation
du champ moyen
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Solution exacte a une dimension

@ Une solution exacte existe pour le systeme d’Ising a une

dimension :
~0-0-0-00-0-0-

2 3 4

@ On part du hamiltonien d'lsing avec champ magnétique
(attention a la notation B = gugh) :

i.j=ppv
( Z = somme sur les paires de plus proches voisins; chaque paire est comptée une fois)

i\j=ppv

@ que l'on peut réécrire sous la forme équivalente :

B
H = *EZ(S, +5i+1) —J Z S;SJ'

ij=ppv
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Solution exacte a une dimension : fonction de partition

@ La fonction de partition s’écrit donc sous la forme :

SiSit1 Si+Sit1
z= ¥ ¥ exp(Z[J + +Bk(T + +)/2D

Si=+1  Sy==%1 i

somme sur les micro-états

@ que l'on peut réécrire sous la forme du produit :

Z=3 - Y J[ew (J5i5i+1+3(5i—|—5f+1)/2>

Si=4+1  Sy==41 i kT

o Cette expression peut s'exprimer comme la trace d'une
matrice T, dite de transfert, a la puissance N. ..
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Solution exacte a une dimension : matrice de transfert

@ Notons T (51, S2) I'élément de la matrice T défini par :

T (50.5) = o <J5152 +B(S1+S) /2)

kT
o Considérée comme une matrice 2 x 2, T s'écrit explicitement :
T ( T(1,1) T(1,-1) ) _ ( exp(J+ B) /kT  exp—(J/kT) )

T(-1,1) T(-1,-1) exp —(J/kT) exp(J — B) /kT

@ La fonction de partition peut alors se réécrire en fonction des
éléments de la matrice T :

Z= Zﬂ Z T(51,5) T (52 S5)... T (Sn, S1)

108 / 191



Solution exacte a une dimension : expression de Z

@ Prenons par exemple les deux premiers termes
T (51,52) T (S2, S3) et effectuons la somme sur les valeurs
que peut prendre S; :

> T(51,%) T(52,S3) = T?(51,55)
So==+1

@ De proche en proche, on voit que les sommes sur les S; se

réduisent 3 . TN (Sy,S1) soit :
Si=+1

Z = Trace( TN) J

@ Comment calculer la trace de cette matrice ? Diagonalisation.
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Solution exacte a une dimension : énergie libre

B J B . .2 B 4J
Ay = exp (kT) (cosh T + \/smh T + exp <_k7')>

@ Clairement la valeur propre A est toujours supérieure en
module au module de A\_, d'ou :

Z = Trace(TV) ~ )\_AF’

@ L'expression de |'énergie libre est alors :

J B ., B 4J
F——NkT{H_+In (coshk7_+\/smh ﬁ+exp (_kT>>}
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Solutions exactes a une et deux dimensions : aimantation

e L’aimantation, proportionnelle a la valeur moyenne du spin S;
s'exprime comme (B = B/gug) :

10F(B, T

ME.T) =

Ngup sinh 2

M(Bv T) = ull

4 .12 B 4J
\/smh T texp—z7
@ La fonction M et sa dérivée par rapport a I3 au voisinage de 0

qui est la susceptibilité magnétique sont régulieres et
dérivables infiniment pour toute valeur de T différente de 0.

Le systeme d'lsing a une dimension ne comporte donc pas de point
critique.
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Solution exacte a une dimension : M versus B

M/ M

OO““‘=B
00 02 04 06 08 10 réduit

Aimantation en fonction du champ extérieur (réduit) pour deux
valeurs de la température
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Systeme d'Ising a 1 dimension : conclusions

@ Il n'y a pas de transition de phase pour le systeme d'Ising a
une dimension

@ Résultat général : pas de transition de phase a une dimension
quel que soit le hamiltonien (si portée finie des interactions)

o |l faut passer en dimension supérieure pour renforcer la
stabilité des interactions et observer un point critique

@ Résultat en opposition avec |'approximation de champ moyen
de Weiss, qui prévoit toujours une transition indépendamment
de la dimension

@ On ne peut pas faire n'importe quelle approximation pour
simplifier le calcul de la fonction de partition !
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Solution exacte a deux dimensions

@ Dans Ising 2D, le spin central interagit avec les 4 spins indicés
1, 2, 3 et 4, et uniquement avec ceux-la

@ Calcul de Z a nouveau basé sur la technique de la matrice de
transfert, mais trop long pour ce cours
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Solution exacte a deux dimensions : aimantation spontanée

e Aimantation spontanée : T¢ = 2,269/ /k

wT 0 (T>T,)
()= { Neps (1 [sinh(2J/KT)] ) (T < To)

M/ My
@ Ce comportement correspond bien x5

3 une transition de phase en T, :
siT— Te, Mox (T, — T)Y/8

@ Exposant critique : f =1/8
(# 1/2 prévu par la théorie du
champ moyen)

06

5 T/Tc
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Ferromagnétisme - Le systéme d'Ising

@ Conclusion
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Conclusions

@ Le ferromagnétisme nous fournit un exemple de phénomene
critique
@ Le systeme simple d'Ising permet, grace a ses solutions
exactes a une et a deux dimensions, de comprendre les
limitations de |'approximation de champ moyen, qui prédit
automatiquement une transition, alors que :
e Ising 1D : pas de transition critique, mais transition graduelle
entre ordre et désordre
o Ising 2D : il existe une transition critique, mais exposants
critiques différents de ceux prévus par la théorie de champ
moyen
@ Le groupe de renormalisation est une nouvelle approche a de
nombreux problémes de transitions critiques fondée sur les
propriétés d'invariance d'échelle du systéme.

@ Cette méthode est introduite dans le polycopié, mais nous ne
I'aborderons pas dans cette présentation du cours.
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Equation maitresse
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Equation maitresse

L'équation maitresse

Le théoreme H de Boltzmann

La loi de « bilan détaillé »

Conclusion
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Introduction

@ On a traité jusqu'ici la physique statistique de I'équilibre

@ Equation maitresse : approche générale décrivant |'évolution
des systemes vers |'équilibre

@ L’'équation maitresse permet de démontrer le théoreme H de
Boltzmann, qui exprime I'évolution irréversible d'un systéme
et la production locale d’entropie

@ Paradoxe de Loschmidt : peut-on définir une fleche du temps
avec une évolution réversible au niveau microscopique ?

@ Etude en exercice de I'anneau de Kac qui donne une réponse a
cette question
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Equation maitresse

@ L'équation maitresse
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Probabilités de transition entre micro-états

e Micro-états : {a}
@ Probabilités de transition par unité de temps
d'un état o a un état 3 : Tg,
(noter que I'état final est noté en premier)
Pgo (t, t + dt) = Tg,dt pour B # «

Pao (t,t+dt) =14 agadt =1— Y Tpadt
B#a
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Hypothéses

Pour un systeme décrit par un hamiltonien indépendant du temps :

e Hypothese forte : Pg, (t, t + dt) indépendant de t — perte

de mémoire des états antérieurs < irréversibilité

e T, ne dépend que du hamiltonien et pas de I'état
macroscopique du systéme
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Hypothese de micro-réversibilité pour le systeme isolé

Pour un systéme isolé décrit par un hamiltonien indépendant du
temps :

@ On montre que la réversibilité temporelle au niveau

microscopique entraine la symétrie des probabilités de
transition :

Pog (—t — dt,—t) = Pgq (t, t + dt) = T,pdt = Tg,dt

0 t t+dt
o P
a P
0 t  -t-dt
= Taﬁ = Tﬁa J
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Equation maitresse : cas du systeme isolé

@ Systéme isolé :
e a I'équilibre, la probabilité P, que le systeme soit dans |'état
« est donnée par P, = 1/W/(E) (distribution microcanonique)
o la conservation de I'énergie impose : E, # Eg = To3 =0

@ On exprime la variation de la probabilité d'occupation de
I'état «, P,, sous la forme de la différence de deux termes :

Equation maitresse

dP,
— = ZﬁjpﬁTaﬁ - Zﬂj Po Tsa

o Terme positif : transition des états {3} vers I'état a considéré
o Terme négatif : transition de I'état « vers les autres états {5}
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Si P, (t) est la probabilité de trouver le systéme dans le micro état
« a l'instant t, celle-ci s’accroit pendant le temps dt de la
probabilité de transition d'un autre état vers cet état « de :

> Pﬁ(t) Taﬁdt
B#a

et diminue de la probabilité que I'état évolue vers un autre état
soit : >, Po(t) Tgadt
JeF el

Il vient :
Po (t+dt) = )+ D Pa(t) Tapdt — > Po(t) Tpadt
Ba Ba
dt =D Ps(t)Tas = 3 Palt) Tsa
Bta Ba
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Commentaires

o Cette équation apparait trés naturelle, mais est-elle exacte ?

@ La réversibilité temporelle est respectée par presque tous les
phénomeénes au niveau microscopique, a |'exception de
certaines transitions dues aux interactions faibles.

@ L’'équation maitresse est linéaire sur les probabilités plutét que
sur des amplitudes de probabilité comme I'équation de
Schrédinger
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Equation maitresse

@ Le théoreme H de Boltzmann
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Equation maftresse et entropie

@ On a défini I'entropie statistique S par :

S = —kZPaIn P,
(@)

@ Variation de S au cours du temps :

ds dP, dpP;,
o=k (Zc/t'“Pa+Z 7t

(a)

e Utilisant I'équation maitresse, cette expression devient :

B _p > (PaTga— PsTop)In Py,

I o
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Théoreme H de Boltzmann

@ Micro-réversibilité : T,z = Tga

@ dS/dt peut alors s'écrire sous deux formes équivalentes en
échangeant le role des indices muets « et 3 :

B _x D Tsa(Pa—Ps)InPa=k > Tsa(Ps—Pa)inPp

dt
(@),(8) (a),(B)
@ Prenant la demi-somme de ces deux expressions, on obtient :
d k
s _k > Tsa(Pa— Pg)(In Py — InPg)
R SYE)

@ La fonction logarithme est une fonction croissante =
Vx,y >0, (x—y)(Inx—Iny) >0, dou :

Théoreme H de Boltzmann : Z—f >0 J
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Paradoxe de Loschmidt

A partir de deux hypothéses naturelles :
@ micro-réversibilité (symétrie des coefficients de transition T,g)

@ équation linéaire d'évolution des probabilités P,

on aboutit a une équation d'évolution irréversible !

Etude de I'anneau de Kac en exercice afin de clarifier ce paradoxe
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Equation maitresse

@ La loi de « bilan détaillé »
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Equilibre

@ Un état d'équilibre est une solution stationnaire de I'équation
maitresse :

dP,
ible : = =37 (P Tio — PaTap) =
V() accessible ™ a (PsTs )=0

Pour un systéme isolé, la distribution microcanonique est une
distribution d’équilibre, et c’est la seule, car :

@ Pour cette distribution, toutes les probabilités d'occupation
des états sont égales a P, = 1/W/(E), la condition d'équilibre
est alors vérifiée car elle se réduit a : 3- (Tga — Tap) =0

B

o A I'équilibre dS/dt = 0 et donc tous les termes
(Poa — Pg) (In P, — In Pg) positifs ou nuls doivent étre nuls.

133 / 191



Systeme en contact avec un thermostat

Que devient I'équation maitresse dans le cas d'un systéme non plus
isolé, mais en contact avec un thermostat ?

@ On se raméne au cas du sytéme isolé en considérant le
systeme global :
' = thermostat © U systéme étudié X

@ On ne se préoccupe pas de I'état microscopique = dans lequel
se trouve le thermostat, mais seulement de I'état o dans
lequel se trouve le systeme étudié.

o L’énergie E;o; du systeme global I est constante

@ Un état du systéme I est caractérisé par la donnée du couple
d'états (=, a)
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Equation maitresse

@ Equation maitresse pour le systéeme isolé I :

dP(E,oz) [S) o
— = (TZB) (P(T,g) TEa)r.8) ~ PEa T(T,B),(E,a))

ot (=, ) et (T, ) sont des micro-états de I et les taux de
transition entre états du systéme en contact avec un
thermostat sont notés avec un indice © afin de ne pas oublier
cette caractéristique essentielle

@ O est un thermostat pour X, donc :
’D(E,a) = P=P,
@ On obtient pour le systéme ¥ une équation maitresse
similaire :

% - % (Pﬁ TS, — Pa Tg?a)

135 / 191



Démonstration

dP, dPiza)
dt Z: dt
P=Po.T& 4 =) =
Xz: ; ZB: (_,a) (r,8) Xz: ; ZB: = (7,8),(Z,0)
zﬁ: (PIBE::ZT: a) (T ﬁ)PT (Etot ) E::Zr: a)P_ (Etot E ))
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Taux de transition

@ Les taux de transition sont donnés par :
© S
Toa=2_> T(%,8),(Z,0) P=(Etot — Ea)
=T

@ Le thermostat se comporte comme un systéme isolé d'énergie
(Etot — En), donc :

1 So(Etot — Ea)
P=(Erpr — E) = ——"— _o0(Eot — Ea)
_( fot ) W(Etot — Ea) & { k
_ So(Ewt) Ea
P TT T kT

@ Pour le systeme ', on a T(@r,ﬁ),(z,a) — T%,a),('f‘,ﬁ)
d'ou : Tﬂea exp (—Eq/kT) = Tc?ﬁ exp (—E/kT)
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En résumé...

@ Pour un systéme en contact avec un thermostat, I'équation
matitresse conserve la méme forme que dans le cas d'un
systeme isolé :

% Z%:(PBTSB PaTh)

@ ... mais avec une relation sur les probabilités de transition
entre états du systeme en contact avec un thermostat qui
prend en compte le poids statistique relatif dii au thermostat :

TS exp (—Eg/kT) = T§, exp (—Eo/kT)
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Equilibre : loi de bilan détaillé

o A I'équilibre, pour tout o : dP,/dt =0
On vérifiera que la distribution canonique :
1
P, = ?exp(—Ea/kT)

est bien la distribution d'équilibre pour un systéeme en contact avec
un thermostat

o’

@ Remarque : Il s'agit donc d'un équilibre dynamique

On obtient la loi de bilan détaillé :

P. T, = PsToy
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Equation maitresse

@ Conclusion
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En conclusion

@ L’'équation maitresse constitue notre premiére équation
traitant de |'approche de I'équilibre

@ Sous des hypotheses qui apparaissent trés générales, elle
permet une démonstration du théoreme H de Boltzmann

@ Les distributions microcanoniques (pour un systéme isolé) et
canoniques (pour un systéme en contact avec un thermostat)
constituent les distributions d'équilibre pour I'équation
maitresse adaptée a chaque cas

@ La justification de I'équation maitresse repose de facon forte
sur la notion de décohérence et d'interaction avec
I'environnement, faute de quoi I'entropie en Mécanique
Quantique ne peut étre que constante
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Equation de Boltzmann
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Equation de Boltzmann

Introduction et rappel de quelques ordres de grandeur

Théorie cinétique élémentaire des phénomeénes de transport
@ Viscosité : loi de Newton

@ Autodiffusion : loi de Fick

@ Conductivité thermique : loi de Fourier

L'équation de Boltzmann

@ Dérivation de I'équation de Boltzmann

o L’'équation de Boltzmann et le théoreme H
@ Caractérisation des états d'équilibre

Conséquences de I'équation de Boltzmann
@ Evolution des valeurs moyennes
@ Equations de conservation

Conclusion
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Equation de Boltzmann

@ Introduction et rappel de quelques ordres de grandeur
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Introduction

@ L’'équation maitresse donne un cadre général pour décrire la
relaxation des systéemes hors équilibre...

@ ...si on connait la distribution de probabilité des états du
systeme et les coefficients de transition

@ — en pratique souvent difficilement utilisable

e — Equation de Boltzmann utilisée pour I'étude des fluides
dilués (gaz, électrons dans un conducteur. . .)
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Rappel de quelques ordres de grandeur

Gaz dans les conditions ordinaires de température et de pression

Taille typique des molécules ~ 0.2 nm

Distance typique entre molécules : d ~ (V/N)l/3 ~ 3nm

Distance typique entre deux collisions successives :
A~ 1/md’n = 0.3 ym

Vitesse typique des molécules : v ~ 500m/s

Temps typique entre deux collisions : 7 ~ \/v ~ 6 x 107105
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Role des collisions

Les collisions sont incessantes

et redistribuent les vitesses a chaque choc

Dans le référentiel du centre de masse, la diffusion élastique
conduit a une distribution isotrope de la vitesse

On peut faire I'hypothese que les distributions des vitesses
sont décorrélées au dela de quelques microns
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Equation de Boltzmann

@ Théorie cinétique élémentaire des phénomenes de transport
@ Viscosité : loi de Newton
@ Autodiffusion : loi de Fick
@ Conductivité thermique : loi de Fourier
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Viscosité : loi de Newton

Viscosité : dissipation engendrée
par un gradient de vitesse dans
un fluide

F

| ——

V=1,

. dv
radient = —
e dz

@ La loi de Newton de viscosité des gaz exprime que la force
nécessaire pour déplacer un corps dans un fluide est
proportionnelle au gradient de la vitesse imposée au corps (et

donc au fluide en contact)

@ Viscosité : transfert d’impulsion dans le fluide dii au fait que

la vitesse n'est pas uniforme

149 / 191



Estimation du transfert d'impulsion

@ Transfert d'impulsion a travers le plan z =z, ?

@ Nombre de molécules par unité de surface qui traversent le
plan pendant le temps dt : nu,dt
(z, désigne le module de la vitesse moyenne suivant z)

@ La moitié des molécules va vers le bas, I'autre moitié vers le
haut

s i
N _ LaxV
‘S/

~ ~Uax S xu-dr
25 2 4

N : Nombre de molécules qui traversent le plan du bas vers le haut
pendant le temps dr
n : densité de molécules
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Bilan du transfert d'impulsion

@ Molécules qui vont de haut en bas :
« Altitude » moyenne z de la derniere collision et transfert
d’impulsion par unité de surface et de temps associé (derniére
collision en moyenne vers zg + \/v/3) :

dPpy 1 _
gt~ "oz X MUy (zo + )\/\/§)

@ De méme, pour les molécules qui vont vers le haut :

dPpi 1 _
Jids +§nuz X MUy (zo - )\/\/g)
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Coefficient de viscosité

Bilan
(Fx est la force de frottement suivant x qui s'oppose au
mouvement)

dP, = dP, | + dPot

ni, X {—muX (zo + /\/\@) + muy (zo — /\/\/g)} dtdS

dPZX:dFX:T ~ — _%i
dtdS — ds, — =T "M,

~
~

2
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Expression avec la section efficace de collision

1 1
Avec §kT = —mi? et A~ 1/(on), on obtient :

2
Loi de Newton o : section efficace de collision entre
- _naux molécules. Pour une épaisseur dx et une
= 0z surface S de gaz cible, le nombre de
diffuseurs est nSdx, et la probabilité de
1 [mkT .S ! P
e\ T3 collision associée est ondx
o
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Notion de section efficace d'interaction

@ Soit N particules incidentes sur un matériau contenant une
densité de cibles n et de surface S.

@ La section efficace d'interaction o est définie par la relation :
dN;n: = Nnodx, avec dNj,; = nombre de particules
interagissant avec une des cibles dans I'épaisseur dx.

@ Exemple : collisions de particules ponctuelles sur des
molécules sans interaction a distance
n densité de molécules, o section d’'une molécule

@ Probabilité de collision :
P = surface totale des diffuseurs /S = ondx

Nombre de collisions sur
une épaisseur dx : Partcule

incidente

dNeoy = NP = Nnodx T

densité de cibles : n=N,_ / Sdx

section transverse par sphére : & = 7R
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Libre parcours moyen

@ La variation du nombre de particules n'ayant pas interagi est
donnée par :

dN = —Nnodx = N(x) = Ngexp(—x/\) avec A =1/on
@ Probabilité d'interaction entre x et x + dx :

P(x)dx = exp(—x/A) X dx /A
—— S~

pas d'interaction jusque x interaction sur dx

Libre parcours moyen

Xmoyen — / xP(x)dx = A
0
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Viscosité : loi de Newton

L'expression du coefficient de viscosité conduit a une prédiction
surprenante : en effet la viscosité apparait comme indépendante de
la pression, du fait qu'elle s'exprime uniquement en fonction de la
section efficace de collision entre molécules et de la température

Lorsque Robert Boyle a réalisé les premiéres mesures de la viscosité (par mesure de la
variation de la période d'un pendule en fonction de la pression), c’est bien ce qu'il a
trouvé expérimentalement, mais il trouvait cela tellement invraisemblable qu'il s’est dit

que la mesure était fausse. . .

Loi de Newton : premier exemple de phénomene de transport

(flux) = (coefficient) x (gradient de la grandeur inhomogene)
(ici c'est la vitesse qui est inhomogeéne)
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Autodiffusion : loi de Fick

@ Exemple d'autodiffusion :
diffusion d'impuretés dans un gaz

@ La relation entre la densité de flux de particules et le gradient
de concentration est encore la différence de deux termes :

%E z:%Vz {n(zo—)\/\ﬁ>—n(zo+)\/\/§)} ——=V

@ Notant D le coefficient de diffusion, on obtient :

00,00 0000, 0: 05 0 0000, 0 000
00900 5602 00:0°00 o000 g
o 0y O Op L0 00y © o, ©

©000500,000 0, 2000900000 990

157 / 191



Conductivité thermique

Un troisieme exemple est donné
par le transport de chaleur a
travers un gaz ou un gradient de
température est imposée

e La grandeur transportée est un flux d'énergie (chaleur)

@ Une analyse similaire donne pour ce flux d'énergie a travers un
plan de référence (Cy : chaleur volumique a volume

constant) :
% =Jy= %Vz [,OU (Zo — )\/\/§> — pu (Zo + )\/\/gﬂ
Soit :

apU A (9pU oT GlAVCV

V= Ty =

JU:_T% oT 9z 3 0z /3
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Jy=—rgrad T K~ MG, /V3 J

@ Comme dans le cas de la viscosité, on voit que la conductivité
thermique ne dépend pas de la pression (a T fixée), le libre
parcours moyen \ et la capacité calorifique C, variant de
facon inverse en fonction du nombre de molécules par unité de
volume.

@ Seule facon de faire chuter la conductivité thermique dans le
cas d'une enceinte gazeuse : pomper jusqu'a ce que le libre
parcours moyen soit supérieur a la distance entre les parois qui
portent le gradient de température.
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Conclusions a mi-parcours

@ Notre analyse cinétique ne peut donner que des résultats
approchés

@ Pour chaque probléme étudié, le méme type de loi
phénoménologique a été observé :
(flux) = (coefficient) x (gradient de la grandeur inhomogene)

@ Ces lois se comprennent bien par une analyse microscopique et
conduisent a des prédictions qui seraient surprenantes sans
cette compréhension microscopique

@ Le taux treés rapide de chocs et le fait que chaque choc
redistribue tres efficacement I'impulsion et I'énergie
permettent d'introduire la notion d'équilibre local...

Afin d'aller plus loin, il est nécessaire de prendre en compte de
facon plus précise la redistribution de vitesse sous les chocs : c'est
le réle de I'équation de Boltzmann
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Equation de Boltzmann

@ L'équation de Boltzmann
@ Dérivation de I'équation de Boltzmann
o L’'équation de Boltzmann et le théoreme H
@ Caractérisation des états d'équilibre
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Hypothéses

L'équation de Boltzmann repose sur plusieurs hypothéses :

@ les particules sont monoatomiques et leurs degrés de liberté
internes ne sont pas excités (collisions élastiques)

o |'état du systeme est bien représenté par la mécanique
classique

@ les collisions sont bien séparées entre elles, et essentiellement
binaires (la proportion de chocs ternaires ou de multiplicité
plus élevée est supposée négligeable)

Nous supposerons aussi vérifiées les deux conditions suivantes, qui
ne sont pas essentielles mais rendent le traitement plus simple :

@ toutes les particules ont la méme masse

@ les forces qui s'exercent sur le systéme ne dépendent pas de la
vitesse (en particulier, pas de forces magnétiques)
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Fonction de distribution a une particule

e Soit la fonction de distribution f (7, g, t) (dite « a une
particule » car elle ne prend pas en compte les corrélations
éventuelles entre particules)

o L'intégrale de cette fonction sur un petit volume d’espace des
phases d3rx d3p donne le nombre de molécules ayant la
position 7 3 d3r prés et I'impulsion 5 a d3p prés.

@ Par exemple, en intégrant la fonction f sur les impulsions, on
obtient la densité n de particules, a priori fonction de la
position et du temps :

n(?,t):/f(?,ﬁ, t) d®p J
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Valeurs moyennes

@ Plus généralement, si x (7, B, t) est une fonction décrivant une
propriété d'une particule — telle que E, V, etc. — on peut
exprimer sa valeur moyenne :

S 1 (7.5 oL
(x (%, 1)) oD /fr,p,t x (7, P, t) d?p

En principe, il faudrait considérer I'intégrale sur |'espace des phases
a 6N dimensions décrivant |'ensemble des corrélations entre
particules, mais la séparation des collisions permet de supposer que
la moyenne sur I'espace a 6 dimensions d'une seule particule est
suffisante.
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Espace des phases a une particule

o Si on néglige les collisions seules les forces extérieures au
systéme s'exercent sur chaque particule, et ona:

—.\

= (t+dt)_r(t)+ L
E’:ﬁ(t+dt) B(t) + pdt = ()+th

S

On montre (exercice) que le P+ Fdr '_7;___".
Jacobien de la transformation de - 7bh)
déformation du volume P
dOD = d3F d3p est égal 3 1 3 des p-Fdr -
termes d'ordre 2 au moins en dt ;
i-Lar 7 i+ Lar
m m

@ Noter que pour une collison dp n'est pas proportionnel a dt,
AP reste fini quand dt — 0.
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Evolution de la fonction de distribution

@ Sans collisions, I'ensemble des particules présentes dans le
petit volume d3r d3p se retrouve dans le volume d3r’ d3p’ 3
I'instant (t + dt) :

f(7,B, t) d®r d®p = F(rF, o, t+dt) d°r d°p/
= f(r,p, t+dt) d*r d°p

0o _f(7. B
:szif:f(r,p,t+dt) f(r,p,t):0
dt dt
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Equation de Vlasov

@ On obtient dans le cas sans collisions :

Equation de Vlasov

Df

of p Of =
_ i P 0 of 0
m

Intéressons-nous maintenant aux modifications apportées a cette
équation par les collisions intermoléculaires.
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Effet des collisions entre molécules

L'équation précédente va maintenant comporter un second
membre d{ aux collisions :
_of p of = Of

pr=t P O B O by
ot Tmar g U

Le terme D.f a deux contributions :

@ Une contribution négative, D._f, de perte de particules, car
(pratiquement) toutes les particules qui subissent une collision
entre t et t + dt vont quitter le petit domaine d’espace des
phases d3r d3p sur lequel on effectue le bilan

@ Une contribution positive, D¢, f, qui prend en compte la
fraction des particules qui, en subissant une collision, arrivent
dans le petit domaine d'espace des phases considéré
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Section efficace de collision

@ Les collisions redistribuent les vitesses quasi localement, a la
position 7

e On définit la section efficace différentielle o4(B, p1 — P, By)-
Le nombre de molécules diffusées par unité de temps pour
Nincidentes Molécules incidentes a la vitesse p/m sur une
densité Ngiples/ V' de molécules de vitesse p;/m avec des
vitesses finales respectives p'/m et py/m a d3p’ et d®p] prés
est donné par :

deifFusées |5 - 51| Nc‘i;Ies O’dd3p/d3P1

dt = Nincidentes

@ Cas particulier : pour un gaz de sphéres dures, la section
efficace différentielle dans le référentiel du centre de masse est
isotrope et indépendante de la vitesse
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Taux de collision

o La densité de particules de vitesse p/m a la position 7 qui
subissent un choc avec une particule de vitesse p;/m par unité
de temps s'exprime comme le produit :

(densité de flux de particules incidentes) x
(nombre de particules cibles par unité de volume) x
(section efficace totale de diffusion)

@ La densité de flux entre ces deux faisceaux de vitesse p/m et
p1/m s'exprime sous la forme (noter le fait que c’est la vitesse
relative entre particules des faisceaux qui intervient) :

7P, t)d>p
m

@ Ce flux va interagir avec un nombre de particules par unité de
volume au méme endroit 7 : f(F, p1, t)d>ps
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@ Toute particule qui subit un choc notable va quitter le volume
d'espace des phases d°D : fd3p — (f — D._f)d>p

@ On a, en intégrant sur tous les angles de diffusion et sur pi :
D. f=

B=P1l ;o = o= = S
// |m|f(r’ P, t)f(rv P1, t)O'd (P7 p1 — pl7p1> d3p/d3p’1d3p1

@ Hypothese fondamentale : pas de corrélation entre les
particules rentrant en collision
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f

Ct

@ Mais on a également une population de particules qui, en
subissant une collision, arrivent dans le petit domaine d'espace
des phases considéré d®D 3 partir de particules de vitesse
initiales p'/m et py/m et qui s'écrit :

D f=

=/ =/
P =Pl - - > = = ~ =\ 437437 43
// 1, B, t)f (7, Py, t)og (B, Py = B, 1) d°p'd°prd°py
Utilisons maintenant nos hypotheses sur les chocs ainsi que les
propriétés de symétrie du systeme pour réécrire |'expression de

D.f = —D._f + D, f
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L'équation de Boltzmann

Sous les hypothéses :
@ de chocs élastiques (molécules monoatomiques) :
p—Bil =P = B
—7)\/—?‘ n! P
N v NG

Renversement symétrie
dutemps centrale

o d'invariance sous t — —t et - 7
F— —F: NS
o4 (B, B, — B, B1) = VAN

0d (ﬁa ,51 — 5,751)

of p of = Of
pF=9 P o g 9
ot Tm or T o8

= // IP=pl ;pﬂ (F'fl — fh) oq(B, Pr — B, B1)d>p'd*pid>py

=

ou I'on a noté pour simplifier : f = f(7,p, t), ' = (7, P, t), etc.
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Détail des démonstrations (1)

Conservation de I'énergie impulsion :

2 2
P> pi P !

o T o = o + gl—m multiplié par 2m et

B +P1=7 + P, élevéau carré

On soustrait :

=27 - P1=27"- B/

On en déduit :
= (F-F0*=(F - By)
BBl =[7 - B
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Détail des démonstrations (2)

D..f—D. f=
Iz *P1 ~~/ £ 3./ 43,7 43
(7, Py, t)oq (B, By — B, B1) d°p'd°prdp:

|P—P1 - - - P
_// (P, B, )f (7, P, t)oa (B, pr — P, B1) d°p/d°pid’pr

p Y - -
// 1P =pil f'floq (B, Py — B, p1) d*p'd*pid®p1

// ‘p Pl fr g (P, Pr — P, PL) d°p'd*pid>p:

P — p1 9 = =
// IP=A - |(f’f1’—ff1)ad(p’,piHp,pl)d3p’d3pid3p1
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Entropie statistique

Avec cette forme trés symétrique de I'équation de Boltzmann, nous
allons retrouver le théoreme H qui concerne la fonction entropie

statistique, que nous avions déja dérivé dans le cadre de |'équation
maftresse.

o Etant donnée la fonction de distribution f (7, B, t) la fonction
entropie statistique s'écrit a une constante additive prés :

S(t) = —k //fln f d3rd®p

@ qui nous permet de définir également une densité locale
d’entropie s(r, t) :

s(7,t) = —k/flnf d*p
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Evolution de la densité d’entropie

@ Exprimons la dérivée par rapport au temps de s(7, t) :

Os(7, t)
ot

of
= k[ =@1+Inf)d®
/8t( +Inf)d’p
@ La dérivée de la fonction de distribution f peut s'exprimer au

moyen de |'équation de Boltzmann :

of B of - oOf
of _ P Ot g 9 b
ot~ m oF o5 e

0 . ‘s ,
@ On remplace 9 par son expression dans |'équation

précédente et on intégre chacun des termes
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Densité de courant d’entropie

@ Le premier terme de l'intégrale s'écrit :

—(k/m)/(1+ln f)p- gf d*p = (k/m);?./ﬁ finf d®p

On peut interpréter ce terme comme la divergence d'une densité de
courant d'entropie : jo = —(k/m) [ p fInf d3p. J

o Le deuxiéme terme de l'intégrale est nul (rappel : F
indépendant de p par hypothése) car f = 0 pour p trés grand
(I'énergie des molécules est bornée) :

OF G E [N
k/(l—i—lnf) 55 = F/aﬁ &p
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Terme de collision

s (F, t)/0t = —k [ (1 + In f)Def d3p

@ On note : 04 = 04(B, pr — B, B}) = oy = 0u(F, Bt — B, 1)
@ le terme de collision s'écrit :

—(k/m) / d’pd’p'd*pid’p1 | — pi| (1 +Inf) (F'F — fR) og
@ Cette intégrale est inchangée quand on échange p et pi :
—(k/m)/d3pd3p/d3p{d3pl|[5—51\(1—|—|nf1) (F'fl — ff) oq

ainsi que impulsions initiales B, gi et impulsions finales p’, p_i (noter le
changement de signe de (f'f{ — fh) :

_(k/m)/d3pa/3p'd3p{a/3p1 |B'—Bi| (1 +Inf") (fo — F'f) od
et, par conséquent, quand on échange E’ et pz
—(k/m) / d’pd’p'd’pid’p1 [B' — Bi| (1+Inf) (i — F'f) od
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Théoreme H de Boltzmann

@ On prend la moyenne de ces 4 termes égaux, on utilise
|P— p1| = |P' — Pi| et 04 = o/, on obtient :

Osc(7, t)
ot

k
+o- / pd*p'd*pidpy | — pu| (In o — In F'F) (fh — F'H]) oq

@ On voit, comme c'était le cas dans |'équation maitresse, que
ce terme est nécessairement positif.

Globalement :

Js(r, t) LT () = Jsc(7, t)

>0
ot -
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Caractérisation des états d'équilibre

@ Le théoréme H de Boltzmann sous sa forme locale que nous
venons de démontrer a fait apparaitre un terme local de
production de I'entropie due aux collisions.

e Un état d'équilibre véritable (a ne pas confondre avec un état
stationnaire) sera atteint lorsque |'entropie sera devenue
maximale, c’est-a-dire lorsque la production d'entropie sera
devenue nulle partout.

o Ceci impose en tout point 7 la condition :
(fh—f'f) =0 Inf+Infi=Inf +Inf]

@ Ceci apparait comme une loi additive de conservation sur une
grandeur dépendant a priori des propriétés d'une particule
individuelle
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Distribution de Maxwell-Boltzmann

@ Pour des particules monoatomiques (pas de rotation), les
seules quantités conservées additives sont I'impulsion (trois
composantes) et |'énergie cinétique.

@ Le logarithme de la fonction de distribution f(7, B, t) doit
donc s'exprimer comme une combinaison linéaire de la forme :

Inf(F,B,t) =a+7-p+BE=0d +5(F— )
Pour un systéme contraint a résider dans une boite immobile, le

terme dépendant de py doit étre nul, et la distribution d'équilibre
dans ce cas est donc nécessairement celle de Maxwell-Boltzmann :

(7.5, t) o< exp §p?
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Equation de Boltzmann

@ Conséquences de I'équation de Boltzmann
@ Evolution des valeurs moyennes
@ Equations de conservation
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Evolution des valeurs moyennes

@ La valeur moyenne d'une grandeur x s'exprime avec la
fonction de distribution pour une particule :

(x(7,t)

/fﬁfFﬁ (7., 1)
@ Utilisons I'équation de Boltzmann :

Df — of p of = Of

PO B9 pef
ot Tmor T ap T e

e Multiplions cette équation par la fonction x(7, p, t) et
intégrant sur les impulsions :

/d35 /d3* (B/m) - +/d3qXF == C(x)
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Terme de collisions pour une quantité conservée

@ Le terme de collisions C(x) s'écrit :

C(x) = /// d*pdp'd®p' 1 d>pi(|B — Br| /m) (F/fy — ) og X

On démontre la propriété importante suivante :

Pour une quantité x conservée au cours de la collision (masse, p,
E, etc.), le terme C(x) est nul.
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Démonstration

@ On intervertit les roles des deux particules participant a la collision, on peut
écrire, en notant x1 = x (7, 1, t) :

=5 ////d3pd3p’d3 '1d®pu|B = pul (F'f1— Fhi) oa (x +x1)

@ On exploite la symétrie de I'intégrale en intervertissant impulsions initiales et

finales :
1 Lo
fm//// d*pd®p'd*p’' 1 d3p1 |P — Bi| f'flod (x + x1)
1 . .
71//// d*pd®p'd*p'1d*p1 |B' — BY| Fhoy (X' +x1)

® Or|p—pl=|p -7

1 I,
Cx) = ﬂ//// d*pdp'd*p'1d®p1 B — Bl (F/F1 — FA) og (x + x1)
1 L
fm////d3pd3p’d3p’1d3p1\pfp1|fﬁ oq (X +xi—x—x1) =0

terme nul si la quantité x est conservée au cours de la collision.

Letog = a;, donc :
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Réduction du premier membre

@ Revenant au premier membre de I'équation, on transforme chaque terme
comprenant une dérivée de f par intégration par parties. Le principe est le méme
pour les trois dérivées par rapport a t, ¥ et p.

@ Pour le terme dérivée par rapport a t :

of d dx
dP*px— = | &°p {— f —f—}
/ P, / Plg; (M) —fo

= 2 (n00) - n (25

. L of
@ De méme, le terme en p - 57 vaut :
¥

/d3p5-%;x=§-(n<ﬁx>)*n<ﬁ-%>

. > 0
@ Enfin, si les forces ne dépendent pas de la vitesse, le terme F - F vaut :
I3}

d3pﬁ'8fix=—nﬁ'<8f>f>
op op
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Equation de conservation du nombre de particules

@ On obtient :

a1 000G )+ (n (7)) = (5 )= (55) -0

@ Prenons x = m. L'équation se simplifie considérablement, et
en notant p = n(7, t)m, on trouve :

Equation de continuité

dp
StV (pi) =0

ol i est la vitesse moyenne de déplacement du fluide.

188 / 191



Equation de conservation de la quantité de mouvement

@ Si on prend pour grandeur conservée dans la collision une
composante de la quantité de mouvement, mettons y = muy,
on obtient :

0 - 2 [/Omuc\  p
E)t(pux)+V-(p(uxu))—nF-< 5 >—FX

@ On a deux autres relations similaires pour mu, et mu,.
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Equation de Boltzmann

@ Conclusion

190 / 191



Conclusions

@ L'équation de Boltzmann est une illustration de la notion
d’'équilibre local dii aux collisions

o Cette équation utilise I'hypothése d'indépendance des
fonctions de distribution entre molécules (hypothése du
« chaos moléculaire »), elle conduit a une évolution irréversible
et au théoreme H de Boltzmann

@ L'intégration de |'équation de Boltzmann sur les vitesses
permet de mettre en évidence un terme de production locale
(et irréversible) d'entropie due aux collisions

o Cette expression locale conduit a la distribution de
Maxwell-Boltzmann pour décrire I'état d'équilibre (production
d'entropie nulle) d'un systéme confiné dans un récipient fixe

@ L’'équation de Boltzamnn conduit aux équations usuelles de
continuité de I'"hydrodynamique
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